UNIVERSITE DES SCIENCES ET DE LA TECHNOLOGIE
HOUARI BOUMEDIENNE®

FACULTE DES MATHEMATIQUES
DEPARTEMENT D’ANALYSE

LABORATOIRE DES SYSTEMES DYNAMIQUES

i g (g )] 08 Araln
s ol oiSSl] 9 molelf
u S T H B

Notes de Cours du module

Fonctions de plusieurs variables

Par

LAADJ Toufik®
Pour

Troisieme année Licence

Algebre et Cryptographie

Septembre 2014

(WUSTHB : Bab Ezzouar Alger, Algérie.
(2)Page Web :  http://perso.usthb.dz/ tlaadj/



http://perso.usthb.dz/~tlaadj/

Table des matiéeres

Table des matiéres

Description du Cours

0 Rappel sur les propriétés topologique de R"
0.1 Notion de distance dans R™ . . . . .. ... ...
0.2 Normesdans R™. . . . .. .. ... ... .....
0.2.1 Exemples de normes dans R™ . . . . . ..
0.2.2 Normes équivalentes . . . . .. ... ...
0.3 Propriétés topologique de R™ . . . . . . .. .. ..
0.3.1 SuitesdeR™ . . . . ... ... ... ....
0.3.2 Ouverts et fermés de R™ . . . . ... ...

0.3.3 Quelques propriétés élémentaires . . . . .

1 Fonctions continues
1.1 Généralités sur les fonctions de plusieurs variables
1.1.1 Définitions . . . . . . ... ...
1.1.2 Représentation graphique . . . .. .. ..
1.2 Limite d’'une fonction de R* dans R . . . . . . ..
1.2.1 Changement de variables . . . . . . .. ..
1.3 Continuité d'une fonction de R® dans R . . . . .

1.3.1 Fonctions continues et ensembles compacts

2 Fonctions différentiables

iii

iv

11
11
11
13
14
15
16
18

19



Table des matiéres

2.1
2.2
2.3

24
2.5

Introduction . . . . . . ...
Définitions et propriétés élémentaires . . . . . . . . . . . . ..

Dérivées partielles, gradient et matrice jacobienne . . . . . . .

2.3.1 Interprétation géométrique de la différentielle

Composition des fonctions différentiables . . . . . . . . . . ..
Dérivée suivant un vecteur - Dérivée directionnelle . . . . . . .

2.5.1 Interprétation géométrique en dimension 2 . . . . . . .

Théoremes généraux du calcul différentiel

3.1

3.2
3.3

3.4

Dérivées partielles d’ordre supérieur . . . . . . . . . . ... ..
3.1.1 Théoreme de Schwarz . . . . . . . ... ... .. ....
Théoreme des accroissements finis . . . . . . .. ... .. ...
Formule de Taylor. . . . . . ... ... ... . ... ......
3.3.1 Points critiques et extrema libres . . . . .. .. .. ..
Théoreme des fonctions implicites . . . . . . .. .. ... ...

3.4.1 Extremaliés . . . . . . . . . ...

Intégration des fonctions de plusieurs variables

4.1

4.2

4.3

Introduction et définitions générales . . . . . . . .. ... ...

4.1.1 Notiondepavé . . . ... .. ... ...

4.1.2
4.1.3
4.14

Ensembles mesurables dans R”

Fonctions intégrables sur une partie mesurable de R”

Intégrales doubles . . . . . . ... ...

4.2.1 Interprétation géométrique d'une intégrale double . . .

4.2.2 Changement de variables dans les intégrales doubles

Intégrales triples

4.3.1 Théoréme de Fubini dans R3 . . . . . . ... ... ...
4.3.2 Changement de variables dans R® . . . . ... .. ...

Formes différentielles, intégrales curviligne et de surface

5.1

Formes différentielles sur R™ . . . . . . . . . . . .. ... ...

5.1.1 Formes multilinéaires alternées sur R"™

5.1.2 Formes différentielles . . . . . . . . . . ... ... ...

11

Sommes de Darboux . . . . . . . .. ... .. ... ..



Table des matiéres

5.2 Intégration de formes différentielles . . . . . . . .. ... 74
5.2.1 Courbes et surfaces paramétrées dans R™ . . . . . . . . . ... ... ... 75

5.2.2 Intégrale curviligne . . . . . . ..o 79

5.2.3 Intégrale de surface . . . . . . . ..o 81

5.3 Formules de Stokes, de Green-Riemann et d’Ostrogradski . . . . . . . . .. ... 84
5.3.1 Formule de Green-Riemann . . . . . . ... .. .. ... ... .. 85

5.3.2  Formule d’Ostrogradski . . . . . . . . .. ... ... L 89
Références 91

111



Description du Cours

Objectif du Cours

L’objectif du module ’Fonctions de plusieurs variables’ est de généraliser les concepts et les
résultats fondamentaux des fonctions numériques d’une variable réelle, tels de dérivation et

d’intégration, aux fonctions de plusieurs variables.

Contenu du Cours

e Fonctions de plusieurs variables
— Continuité, différentiabilité, gradient, formule de Taylor.
— Théoreme d’inversion locale, théoreme des fonctions implicites.
— Extrema, extrema liés.

e Intégration des fonctions de plusieurs variables
— Intégrales doubles et triples.
— Intégrales curvilignes, intégrales de surfaces.
— Formules de Stokes, d’Ostrogradski et de Green-Riemann.

e Equations différentielles v/ = f (z,y).
— Théoreme d’existence et d’unicité de Cauchy.

(La partie des équations différentielles n’est pas encore disponible dans ce polycopié de cours).

v



Description du Cours

Résultats d’apprentissage

A la fin du cours, ’étudiant doit avoir une bonne compréhension de ’analyse des fonctions de
plusieurs variables et devrait étre en mesure d’appliquer ces connaissances pour résoudre les
exercices dans une variété de contextes.

En particulier, I’étudiant doit étre capable de :
e Calculer les limites des fonctions de plusieurs variables.
e Etudier leurs continuités.
e Etudier leurs différentiabilité.
e Calculer les dérivées partielles premieres des fonctions composées.
e Comprendre ce qu'une dérivée suivant un vecteur est.
e Calculer les dérivées partielles d’ordre supérieur.
e Citer et appliquer le théoreme des accroissements finis.
e (Calculer le développement de Taylor a I'ordre supérieur a deux.
e Trouver les points critiques et extrema libres.
e Comprendre et appliquer le théoreme des fonctions implicites.
e Appliquer le théoreme de Lagrange pour calculer les extrema liés.
e Effectuer I'intégration double et triple.

e Calculer les intégrales doubles en utilisant le changement de variables en coordonnées

polaires.
e (Calculer les intégrales triple en utilisant les coordonnées cylindriques et sphériques.
e Comprendre ce qu'une forme différentielle est.
e Effectuer 'intégration curviligne et de surface.

e Citer et appliquer les formules de Stokes, de Green-Riemann et d’Ostrogradski.
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Rappel sur les propriétés topologique

de R"
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On désigne par R, n € N*, I’ensemble de tous les n-uples (z1,...,x,) ot x;,i = 1,...,n, sont
des nombres réels. Les éléments de R™ sont notés x ou (z1, ..., ;).

Si n = 3, une variante notation est souvent utilisée (z,y, z).



0.1. Notion de distance dans R"

0.1 Notion de distance dans R"

{Définition 1 )

On appelle distance sur un ensemble E de R", une application définie de E x E a valeurs

dans R, notée d, qui a tout couple (z,y) de E x E fait correspondre un réel positif ou nul
d (z,y) vérifiant :

1. d(x,y) =0 siet seulement si =1y

2. d(z,y) =d(y,z) VY(z,y) € E?

3. d(z,y) <d(z,2)+d(z,y) V(z,y,2) € E>

Un ensemble £ muni d’une distance est appelé espace métrique, on le désigne par (F,d).

Exemple 1
E=Retd(z,y) = |z — y| est une distance sur R. En effet,

Llz—yl=0 <= z=y
2. |z —yl=ly -zl

Bole—yl=lr—z+z-y[<|v—zl+]z—y|. .

Remarque 2

Sur un méme ensemble F peuvent étre définies plusieurs distances.

0.2 Normes dans R"

{Définition 3 )

On appelle norme sur R™ une application N de R™ dans R, vérifiant les trois propriétés

suivantes
1. N (z) = Og, si et seulement si & = Ogn.
2. N (Ax) = || N (x) pour tout = dans R™ et A dans R.
3. N(z+y) <N (z)+ N (y) pour tout z,y dans R™.

Le couple (R™, N) est appelé un espace normé.




0.2. Normes dans R"

Remarque 4

A partir d'une norme N définie sur R™, on peut toujours définir une distance d associée a cette
norme par la relation d (z,y) = N (z —y). Réciproquement, il existe des distances définies
sur R™ qui n’induisent pas de norme associée a celles-ci.

Sur R™, on peut définir plusieurs normes notées Ny, No, ...

Notation 1

Par la suite, une norme sur R" sera désignée par la notation ||.|| et sans indice quand il n’y a
aucune ambiguité.

Exemple 2

La valeur absolue est une norme sur R”. «

Exercice 1

Montrer que

]| — Hy||‘ < ||z — y|| pour tout x,y dans R™.

0.2.1 Exemples de normes dans R"
Norme euclidienne

L’application
[y e BT — Ry

_ 2.2 2
z — |zll, = V22 +ad+ ..+ a2,
définit une norme sur R™ appelée norme euclidienne.

Le produit scalaire de © = (21, ..., x,) avec y = (Y1, ..., Yn) est défini par
T-Y=T1Yy1+ ... +TpYn = szy,
i=1
On a en particulier (||z]|,)* = z - z.

Inégalité de Cauchy-Schwartz Pour tout x et y dans R” on a |z -y| < [|z||, ||lyll,, avec

égalité si et seulement si x et y sont proportionnels.

Norme sup ou [*®

La norme sup ou [* est définie par ||z|| . = sup |z;|.
1<i<

3



0.3. Propriétés topologique de R"

Norme [, 1 <p < +o0

1
= (X =P On

SR

La norme [* définie pour 1 < p < +oo par [[z|, = ([v1]" + ... +|2,[")

voit que le cas p = 2 correspond a la norme euclidienne.

0.2.2 Normes équivalentes

{ Définition 5 )

On dit que deux normes N; et Ny définies sur R” sont équivalentes s’il existe deux constantes

a et b strictement positives telles que

a Ny (z) < Ny (z) <b Np(z) pour tout x € R".

On vérifie aisément que
2l < llzlly < nllzlle et 2]l < llzll, < V7]l pour tout z € R™.

Ceci montre que les normes ||z||; , ||z]|, et ||z||,, sont équivalentes deux a deux.

On a en fait la propriété fondamentale suivante.

A Théoréme 6 )

Toutes les normes sur R™ sont équivalentes entre elles.

0.3 Propriétés topologique de R”

0.3.1 Suites de R"

Soit (2y),ey une suite de points de R muni d’une norme notée ||.|. On dit que cette suite

converge vers une limite x € R" si et seulement si

lim |z — x| = 0.
n—+oo

On note alors lim 1z = x ou encore parfois x;, — x. Dans le cas contraire on dit que la suite
n—-+00

(7k) pey diverge.

{Proposition 7]

La limite d'une suite (x),oy d’éléments de R™ si elle existe est unique.




0.3. Propriétés topologique de R"

Remarque 8

Dans le cas n = 1, on a ||xxy — x| = |z — x| et on retrouve la définition usuelle de la

convergence des suites réelles.

Caractérisation des suites convergentes

Grace a l'équivalence des normes, il est possible de remplacer la norme ||.|| par n'importe quelle
autre norme. En particulier en utilisant la norme ||.||__, on voit que si z; = (T14, Tok, .o, Tnk)
et v = (21,22, ...,Ty), la convergence de la suite (z),.y vers x est équivalente a la convergence

pour tout i = 1,...,n de la suite des i-eme coordonnées (z; ), vers la coordonnée ;.

Propriétés des suites convergentes

{Proposition 9]

Toute suite convergente est bornée c’est-a-dire que si (z),.y converge vers x, alors il existe

M > 0 telle que ||zk|| < M pour tout £ € N. De plus on a ||z|| < M.

Suites de Cauchy

{ Définition 10 )

On dit qu’une suite (x),cy d’éléments de R™ est de Cauchy si pour tout nombre réel € > 0,

il existe un entier naturel kq tel que

p > ko et ¢ > ko impliquent ||z, — z,|| < e.

{Proposition 11]

Une suite (7),cy avec o = (14, Tok, ..., Tnk) €st une suite de Cauchy si et seulement si les

n suites numériques (1), cy » - (Tnk)pey SONt des suites de Cauchy.

{Théoréme 12 (Critere de Cauchy)

Pour qu’une suite (zy),.y converge dans R™, il faut et il suffit qu’elle soit de Cauchy.




0.3. Propriétés topologique de R"

Sous-suites de R"

Une sous-suite d'une suite (x),.y est suite : k — x,4) ot p : N — N est une application

ke

strictement croissante. Une sous-suite d'une suite (x),.y est aussi appelée suite partielle ou

encore suite extraite de (7), -

{Théoréme 13 (de Bolzano-Weierstass)

De toute suite bornée (), de R™ on peut extraire une sous-suite () pey dui converge.

0.3.2 Owuverts et fermés de R"

Boule ouverte de R"

Définition 14 (boule ouverte de R™)

Soit R” muni d’une norme notée ||.||. On appelle boule ouverte de centre zy € R™ et de rayon

r > 0, 'ensemble des points de R™ noté B (xg, ) ou B, (z¢) et défini par

B (zg,7) ={z € R"; ||z — x| <7r}.

La représentation géométrique d’une boule dépend de la norme choisie dans R". En effet, par
exemple B (0, 1), la boule ouverte centrée en 0 et de rayon 1, de R” admet différentes formes

géométriques.
1. Sur R? muni de la norme ||.||;, B (0, 1) s’exprime par {(z,y) € R?, |z|+ |y| < 1}.

2. Sur R? muni de la norme ||.||,, B (0,1) s’exprime par {(x,y) €R?, /a2 +y2 < 1}.

Dans ce cas la boule B (0, 1) s’appelle disque ouvert centré en 0 et de rayon 1.

3. Sur R? muni de la norme ||.|| ., B (0,1) s’exprime par {(z,y) € R?, sup (|z|,|y|) < 1}.

| 1 L "

o - ~
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{(z.y) € R, l(z,y)lly <1} | [{(z,y) €R2, l(z,9)ll, <1} | | {(z,y) €R?, |I(z,9), <1}




0.3. Propriétés topologique de R"

Points adhérents et points d’accumulation

Définition 15 }

Un point g € R™ est dit adhérent a une partie A de R” si toute boule ouverte centrée en x

contient au moins un point de A i.e. pour tout r > 0, B (xg,7) N A # (.

{Définition 16 )

Un point g € R" est dit un point d’accumulation d’'une partie A de R™ si toute boule

ouverte centrée en x contient au moins un point de A autre que z( i.e. pour tout r > 0,

B (xo,7) N (A\{z0}) # 0.

Si x est un point d’accumulation de A alors est adhérent a A. La réciproque est fausse ; il
existe des points adhérents qui ne sont pas des points d’accumulation. Ce sont des points isolés
de A.

Définition 17 }

On appelle adhérence de A C R™, I’ensemble des points adhérents & A, on le désigne par A.

Définition 18 }
On dit qu'une partie A de R™ est dense dans R™ si A = R” i.e. 'adhérence de A est R™.

Soient A et B deux parties de R™. Alors on a les propriétés suivantes.
e Tout point de A est adhérent & A, ie. A C A.

e Si AC Balors A C B.
{Théoréme 19 ]

Tout point d’accumulation de A C R™ est limite d’une suite de points de A.

Ouverts et fermés de R"

Définition 20 (d’un ouvert)

Un ensemble U de R™ est dit ouvert si pour tout x € U il existe r > 0 tel que B (z,r) C U.

Par convention I’ensemble vide ) est ouvert.




0.3. Propriétés topologique de R"

{Déﬁnition 21 }
Pour un ensemble quelconque E de R™ on dit que x est un point intérieur a E si il existe

r > 0 tel que B (z,r) C E. L’ensemble des points intérieur a E est appelé l'intérieur de E et

est noté I,

{Proposition 22]

e L'ensemble E est le plus grand ouvert contenu dans F.

e [’ensemble F est ouvert si et seulement si il est égal a son intérieur i.e. £ = FE.

Définition 23 (d’un voisinage)

Un ensemble V' est un voisinage de z s’il contient une boule ouverte non-vide de centre x.

Définition 24 (d’un fermé)

Un ensemble F' de R" est dit fermé si son complémentaire F¢ = R™\ F' est ouvert.

{Proposition 25]

e L’ensemble E est le le plus petit fermé contenant E.

e L’ensemble E est fermé si et seulement si il est égal & son adhérence E i.e. E = E.

{Théoréme 26 ]
Un ensemble F' est fermé si et seulement si toute suite de points de F' qui converge alors sa

limite contenue dans F'.

Définition 27 (boule fermée de R")

Soit R™ muni d’une norme notée ||.||. On appelle boule fermée de centre zy € R™ et de rayon

r > 0, 'ensemble noté B (xg,r) et défini par B (zg,7) = {z € R" ; ||z — 0] < 7).

{Proposition 28]

Une boule fermée de R™ est un ensemble fermé de R™.




0.3. Propriétés topologique de R"

0.3.3 Quelques propriétés élémentaires

1. Toute union finie ou infinie d’ouverts est un ouvert.

2. Toute union finie de fermés est un fermé.

3. Toute intersection finie ou infinie de fermés est un fermé.

4. Toute intersection finie de d’ouverts est un ouvert.

5. Les seuls ensembles & la fois ouverts et fermés sont () et R™.
6. Un ensemble fini de points de R" est fermé.

7. Pour tout ensemble £ de R™, on a EcECE.

Définition 29 )

On appelle frontiere d’'un ensemble E et on la note OF, I'ensemble des points de son adhérence

— o — o\ C
qui ne sont pas dans son intérieur, c’est-a-dire 0F = F\E = EN (E) .

Ensembles bornés et ensembles compacts de R"

Définition 30 )
Un ensemble E C R™ est dit borné s'il existe R > 0 tel que E C B (0, R) i.e. ||z|| < R pour

tout x € E.

Définition 31 }
Un ensemble £ C R" est dit compact si de toute famille d’ouverts (U;),.; telle que E C (JU;

on peut extraire une sous famille finie (U, ...U,,) telle que E C (U; U ... U Up,). !
A Théoreme 32 )
Pour un ensemble £ C R", les trois propriétés suivantes sont équivalentes.
1. E est compact.
2. FE est a la fois fermé et borné.
3. Propriété de Bolzano-Weierstrass :  toute suite (zj),.y de points de E admet une
sous-suite qui converge vers une limite x € F.




0.3. Propriétés topologique de R"

Exemple 3
Les boules fermées et les pavés fermées [ay, b1] X ...X [an, b,] de R™ sont des ensembles compacts

de R™. u

Ensembles connexes et ensembles convexes de R"

Définition 33 }

Un ensemble E est dit connexe s’il n’existe aucune paire d’ouverts (U, Us) tels que E C U;UU;

et ENU; et ENUs; sont disjoints.

Autrement dit, F est connexe si on ne peut pas le séparer en deux parties disjointes en
I'intersectant avec deux ouverts. Dans le cas d’un ensemble ouvert, cela se traduit par la

propriété intuitive suivante.

A Théoreme 34 )

Un ensemble U est ouvert et connexe si et seulement si pour tout x et y dans U, il existe une

ligne brisée contenue dans U qui les relie, ¢’est-a-dire un ensemble fini de points {p1, p2, ..., Pm }
tel que p1 = = et p,, = y, et tel que les segments d’extrémités p; et p;1 sont tous contenus

dans U.

Définition 35 }
Un ensemble E est dit convexe si pour tout z,y € Eett € [0,1]onatr+ (1—t)y € E, ie.

le segment d’extrémités = et y est contenu dans FE.

En dimension n = 1 les connexes et les convexes de R sont exactement les intervalles (de taille
finie ou infinie). En revanche, en dimension n > 1 tout convexe est connexe mais la réciproque
est fausse. Aussi une intersection finie ou infinie de compacts est un compact et de méme pour

les convexes.

10
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1.1 Généralités sur les fonctions de plusieurs variables

1.1.1 Définitions

Définition 36 )

Une application de R™, ou d'une partie de R”, dans R est appelée fonction numérique réelle

de n variables réelles.

11



1.1. Généralités sur les fonctions de plusieurs variables

Exemple 4

Les fonctions f et g définies par

f. R2 — R .9 R?*/{(0,0,0)} — R
e TYz
(I’,y) — f(x,y):x+y, (x,y,z) — g(x7y72):m7

sont des fonctions réelles a plusieurs variables (resp. a 2 et 3 variables). =

On s’intéressera aussi parfois aux fonctions de n variables et a valeurs vectorielles f : R" — R™,
pour z = (21,29, ....,2,) € R", f(x) = (fi(x), f2(x),..., fm (x)) € R™. Notons que chacune
des fonctions f; est une fonction de n variables et a valeur réelle. On dit parfois que f est un
champ de vecteurs a m composantes définis sur R".
Exemple 5
Pour la fonction f : R?® — R? définie par f (z,y,2) = (zsiny, zyz) on a

fi: R3 — R fa: R3 — R

et
(x7y7$> = fl(x,y,z):xsiny, ($7y7$) = fg(ﬂf,y?Z):l’yZ. .

{ Définition 37 )
Soit F une partie de R", a € E et f: E — R"™ une application de E dans R™. Alors

e [ est appelé domaine de définition de la fonction f.

e L’ensemble f (F) = {f(x), x € E} est appelé I'image de E par f.

e Si F est un voisinage de a, i.e. si F contient une boule ouverte de centre a, on dit que
f est définie au voisinage de a.

e Si F C R™, on appelle image réciproque de F par f, 'ensemble noté f~! (F) ou
fUF) = {z € R", f(2) € F}.

Exemple 6

Soit f la fonction & deux variables réelles x,y définie par f (x,y) = = + Logy. Le domaine de
définition de f est D = R x R car Logy est définie uniquement pour y > 0.

L’image de f est R car pour tout z € Ron a z =2 + Logy ou (z,y) = (2,1) E R X R. »

12



1.1. Généralités sur les fonctions de plusieurs variables

1.1.2 Représentation graphique

Une fonction d’une variable définie sur un domaine D C R et a valeurs réelles est décrite par

son graphe, qui est le sous-ensemble de R? défini par
G ={(x,f(z) €R*; we D},

et que 'on représente par la courbe du plan d’équation y = f (x).
Dans le cas d’une fonction de deux variables définie sur un domaine D C R? et a valeurs réelles

on définit de méme le graphe

Gr={(x,y,f (x,y)) €R®, (z,y) € D},

que 'on peut représenter comme une surface d’équation z = f (z,y) dans I'espace a 3 dimen-
sions.

Exemple 7

La représentation géométrique de la fonction

f(z,y) =2 —y*

dans I’espace a 3 dimensions est dans la figure ci-contre.

La notion de graphe s’étend de maniere évidentes au cas des fonctions de n variables.

Définition 38 (graphe d’une fonction)

On appelle graphe d’une fonction f de n variables définie sur un domaine D C R” et a
valeurs réelles, I'ensemble des points (z, f (z)) C R™™! ol z parcours D. Le graphe de f est

noté

Gy ={(z,f(z)) e R"™; z€DCR"}.

Remarque 39

Il n’existe aucune méthode évidente pour représenter géométriquement une fonction

numérique définie sur une partie de R*,n > 3.

13



1.2. Limite d’une fonction de R" dans R

Définition 40 (courbe de niveau)

Soit f une fonction de n variables définie sur un domaine D C R™ et a valeurs réelles. Pour
tout réel A € R, on appelle courbe de niveau A de la fonction f, 'ensemble C) des points

de R™ dont I'image par f vaut A, c¢’est-a-dire

Cy={zeD; f(z)=A}.

1.2 Limite d’une fonction de R" dans R

Soit f une fonction d’une partie de R™ & valeurs dans R, définie au voisinage d’un point a, sauf
peut-étre en a, et soit [ € R. L’ensemble R™ est muni d’une norme quelconque ||.|| des normes
définies sur R™ car celles-ci sont équivalentes.

Dans tout ce chapitre si aucune précision n’est donnée, ||.|| désigne 1'une quelconque des trois

normes connues |||, |||l ou |||

{Déﬁnition 41 }

On dit que la fonction f admet [ pour limite au point a si

Ve>0,30>0 : O0<|lzr—all<d = |f(x)=1I<e

et on écrit lim f (z) = [.
r—a

Exercice 2
Soit f: R*\ {(0,0)} — R la fonction définie par f (z,y) = 2z + y*.

En utilisant la définition montrer que  lim  f (z,y) = 2.
(z,y)—(1,0)

Définition 42 }

On dit que la fonction f tend vers 400 (resp. —oo) au point a si

VA>0,30>0 : 0<|z—a||<d = f(x)> A (resp. f(x) < —A).
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1.2. Limite d’une fonction de R" dans R

d Théoreme 43 )

Si une fonction admet une limite en un point alors cette limite est unique.

Démonstration. Si une fonction f admet deux limites [ et I’ en un point a alors

O<[I=V=1[l—f()+[f(x)=VI<|f(@)=Il+]|f(z) =]

D’ou en faisant tendre x vers a dans 'inégalité précédente on trouve 0 < [l —I'| < 0.
Doncl=10. =

Exemple 8

Soit f: R?\ {(0,0)} — R la fonction définie par f (x,y) = ﬁx—f?ﬁ

Pour voir si f adm(te;c une lilmite au point (0,0), on rema;}gue, palr2 exemple, que

g%f(t,t) :11—{%@:5 et que g%f(t,%):%l_r)n—:—.

Par conséquent si f admettait une limite [ on aurait [ = 3 et | = 5 ce qui est contradictoire
d’apres l'unicité de la limite. Donc f n’admet pas de limite au point (0,0). =

Les opérations algébriques sur les limites concernant sommes, différences, produits, quotients et

compositions sont les mémes que celles utilisées dans le cas des fonctions d’une variable réelle.

1.2.1 Changement de variables

Comme pour 1’étude des fonctions de R dans R, les changements de variables sont utiles pour
le calcul de limite d'une fonction de plusieurs variables en un point. On mentionne ici le

changement de variables le plus classique.

Coordonnées sphériques généralisées

Pour un point z de R", de coordonnées (x1,...,x,), on définit les coordonnées sphériques

généralisées (r, 01, ...,0,_1) par

r=|zll, = a3+ ... + a2,
r1 =rcosbq,

To = 1 sin #q cos b,

Tp_1 =rsinf;...sinf,_scosb,_1,

T, =rsinf...sinf,_5sinfd,_,.
Les coordonnées sphériques constituent le cas particulier n = 3 et les polaires n = 2.
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1.3. Continuité d’une fonction de R"™ dans R

1.3 Continuité d’une fonction de R" dans R

{Définition 44 )

Une fonction f définie au voisinage d’un point a € R™ a valeurs dans R est dite continue au

point a si lim f (z) = f (a), ¢’est-a-dire si
r—a

Ve>0,30>0 : [[z—a| <d = |f(x)—f(a)] <e.

Définition 45 )

Une fonction f est continue sur un ensemble F si elle est continue en tout point de cet

ensemble.

Exemple 9
La fonction projection P; : R — R, i = 1,...,n, définie par P;(x) = P;(x1,...,x,) = x; est

continue en tout point a = (ay, ...,a,) € R". En effet, on a
|Pi (x) = Pi(a)| = |2 — a;| < |lz—ally,

il suffit donc de prendre § = € dans la définition précédente. =

d Théoreme 46 )

Soit f une fonction définie au voisinage d’'un point a = (aq, ...,a,) € R" a valeurs dans R.

Supposons que f est continue au point a et définissons les fonctions réelles ¢y, ..., g, a une
variable réelle, par t — g; (t) = f (a1, ..., a;_1,t, Qiy1, ..., Q).

Pour tout ¢ = 1, ..., n la fonction g; qui est définie au voisinage de a; est continue au point a;.

Démonstration. Faire la démonstration & titre d’exercice. m

Remarque 47

La réciproque du théoreme précédent est fausse, autrement dit, la continuité des fonctions
g1, ---, gn Tespectivement en aq, ..., a, n'implique pas, en général, la continuité de la fonction

f au point a.
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1.3. Continuité d’une fonction de R"™ dans R

Exemple 10
Soit f : R? — R la fonction définie par

2z st (zy) #(0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

On a au pOiIlt a = (a17a2) = (070)7 91 (t) = f<t7a2) = f(t,()) = 0et g2 (t) = f(alat) =
f(0,t) = 0 pour tout point t € R. Donc g; et go sont continues respectivement en a; = 0 et

as = 0. Cependant f n’est pas continue en a = (0, 0) puisque elle n’admet méme pas de limite

en ce point. =

A Théoréme 48 )

Soit f une fonction définie sur une partie £ de R™ a valeurs dans R et a € E. La fonction

[ est continue en a si et seulement si pour toute suite (az),cy d’éléments de E telles que

Jm ap=aona lim f(a)=f(a).

Démonstration. Faire la démonstration a titre d’exercice. ®

Exercice 3

Montrer que f : R? — R définie par

n’est pas continue en (0, 0).

Ainsi pour les opérations algébriques sur les fonctions continues concernant sommes, différences,
produits, quotients et compositions sont les mémes que celles utilisées dans le cas des fonctions

d’une variable réelle.

Remarque 49

Soit f = (f1, ..., fm) une fonction définie au voisinage d’un point a € R™ a valeurs dans R™.
La fonction f est continue en a si et seulement si chaque composante f;,j = 1,...,m est

continue en a.

17



1.3. Continuité d’une fonction de R"™ dans R

1.3.1 Fonctions continues et ensembles compacts

Définition 50 (continuité uniforme)

Une fonction continue d'une partie £ de R™ dans R est dite uniformément continue sur E si

Ve>0,30>0 : Va,yeE, [|[z—y||l<éd = |f(zx)—f(y)| <e.

Remarque 51

Dans la définition de la continuité uniforme le nombre § ne dépend que de € et de f.

Exercice 4
Montrer que la fonction f : R*? — R définie par f (x,y) = x + y* n’est pas uniformément

continue sur R2.

A Théoreme 52 )

J

Soit £ une partie compacte de R™. Si f: ' — R est continue sur E alors
1. f est bornée sur E i.e. il existe M > 0 telle que |f (z)| < M pour tout = € E.
2. f est uniformément continue sur E.
3. L’image f (F) de f est une partie compacte de R.

4. f atteint ses bornes inférieure et supérieure i.e. il existe a,b € E tels que

Fla) = int £ (&) et f(5) = sup f (@)

Démonstration. Exercice. m

18



p;
ha ltr
C e

Fonctions différentiables
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2.1 Introduction

Soit f :]a,b] — R dérivable au point xy € ]a,b[. On a par définition

h£0

f(xo+h) = f (w0)
h

fxo+h)— f(x0) — hf (x9) = he (h) avec lime (h) = 0.

h—0

Soit € la fonction définie au voisinage de 0 par € (h) = — f"(x9). On alors

La dérivabilité de la fonction f en x( revient a I'existence d’un nombre f’(xg) et une fonction

¢ définie au voisinage de 0 vérifiant }llir% e(h)=0.
—
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2.2. Définitions et propriétés élémentaires

Lorsque h est assez petit, on peut écrire f (xg+ h) = f (zo) +hf' (zo). La notion de dérivée en
un point permet d’approximer les valeurs de la fonction en des points proches de celui-la.
Nous allons voir comment ceci se généralise au cas d’'une fonction de R” dans R™ moyennant

I'introduction de la notion de différentielle.

2.2 Définitions et propriétés élémentaires

Dans toute la suite de ce chapitre U désignera un ouvert non vide de R".

{Définition 53 )
Soit f une fonction de U dans R et a un point de U. On dit que f est différentiable en a s’il

existe une forme linéaire u, sur R™ (i.e. une application linéaire de R™ dans R) telle que

fla+h) = f(a) = ud(h)

lim
el

h—0
h#0,a+heU

=0,

ou ||.|| est une norme quelconque sur R™.

Si f est différentiable en tout point de U, on dit que f est différentiable sur U.

Remarque 54

La différentiabilité de f en a est équivalente a I’existence d'une forme linéaire u, sur R” et

une fonction ¢ telle que

fla+h)— f(a)—us(h)=|h|e(h) avec }lli_%a(h) =0.

{Proposition 55]

La forme linéaire u, introduite dans le définition précédente, quand elle existe, est unique.

Démonstration. Soit {ey, ..., e,} la base canonique de R™. Supposons qu'il existe deux formes

linéaires u, et v, vérifiant la définition 53. Il vient alors

fla+h) = f(a) =uq(h) = [l 1 (h) avec lim & (h) =0,

Ja+h) = f(a) = v (h) = B &2 (k) avec lim e, (k) = 0.
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2.2. Définitions et propriétés élémentaires

En posant w, = u, — v, et € = €1 — €9, il vient w (h) = ||h|| € (h) avec Ilzin(l)s (h) = 0.
ﬁ
Pour h =t e;,t > 0, on obtient w (t e;) = ||t e;]| € (¢ e;) avec PH&E (t e;) = 0.
%

D’ot, en utilisant la linéarité de w et en simplifiant
w(e;) = |le;]| e (t e;) avec lime (t e;) = 0.
t—0

Ce qui donne w (¢;) = 0,7 = 1,...,n. Alors w, =0 et donc u, =v,. m

Définition 56 }

La forme linéaire u, s’appelle différentielle de f en a et se note Df (a).

Remarque 57

Soit f = (f1, ..., fm) une fonction définie au voisinage d’un point a € R™ a valeurs dans R™.
La fonction f est différentiable en a si et seulement si chaque composante f;,j = 1,...,m est

différentiable en a.

{ Définition 58 )
Soit f une fonction de U dans R différentiable sur U.

On appelle fonction différentielle de f la fonction notée D f définie par

Df: U — (R

ou (R")* désigne le dual de R™ i.e. I'espace vectoriel des formes linéaires sur R™.

Exemple 11

Soit u une forme linéaire sur R”. On a u (z + h) = u (x) 4+ u (h), pour tout z,h € R™. D’ou

u(a+h) —u(a) —u(h)
17l

=0.

Il est alors clair (définition 53) que u est différentiable sur R™ et Du (z) = u, Vo € R™.

La fonction différentielle de u est alors la fonction constante définie par

Du: R" — (R

r +—— Du(z)=u. .
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2.2. Définitions et propriétés élémentaires

Exemple 12
Soit I un intervalle ouvert de R et f une fonction de I dans R.
Montrons que la dérivabilité de f sur I implique sa différentiabilité et réciproquement.

Supposons [ dérivable sur [ et soit x € I. On a alors

fle+h) - f(z)

. Y
i h = /).
h#0,z+hel
D’ou
_ _ /
i LErh) = f@) - f@h
h—0 ‘h|
h#0,x+hel
Comme 'application
R — R
h +—  f'(x)h.

est linéaire, il découle alors que f est différentiable en z et D f (x) (h) = f' (z) h,Vz € I, Vh € R.
Comme D f (x) est une application linéaire on a Df (z) (h) = hDf (x) (1) = f' (z) h, Vh € R.
D'ou Df (z) (1) = f'(x), Vo € 1.

Réciproquement, supposons f différentiable sur I, i.e.

fle+h) - f(z) = Df(x)(h)

i 7] =0
h#0,z+hel
Ce qui donne
i et h) = fe) - D)) _
h—0 h
h#0,z+hel
Comme Df () (h) = ADf (z) (1), on tire  lim L2+ h}i —I@ _ prw).

htOahel
Ce qui prouve que f est dérivable en z et que f'(z) = Df (z) (1). =

Remarque 59
Soit f = (fi,..., fm) une fonction de U C R™ a valeurs dans R™ différentiable en a € U.

La fonction différentielle de f en a notée D f (a) définie par

Df(a): R" — Rm™
h + Df(a)(h) = (Dfi(a)(h),.... Dfm(a) (h)).

{Théoréme 60 )

Si f est une fonction de U dans R différentiable en a € U, elle est alors continue en a.
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2.3. Dérivées partielles, gradient et matrice jacobienne

Démonstration. Si f est différentiable en a, on a alors
fla+h)=f(a)+ Df (a)(h)+||h]e(h) avec ,llig%)e(h) = 0.

Comme %ir% Df(a)(h) = Df (a)(0) = 0, il vient /Izin(l)f (a+h) = f(a). 1l s'ensuit que f est
— -

continue en a. W

Remarque 61

1. La réciproque de ce théoreme est fausse.
2. Ce théoreme montre que la non continuité de f en a entraine sa non différentiabilité

(c’est souvent sous cette forme qu’il est utilisé).

Les opérations algébriques sur les fonctions différentiables concernant sommes, différences, pro-
duits, quotients et multiplication par un scalaire sont les mémes que celles utilisées dans le cas

des fonctions dérivables d’une variable réelle.

2.3 Dérivées partielles, gradient et matrice jacobienne

Soit f une fonction définie au voisinage d’un point a = (ay, ..., a,) € R™ & valeurs dans R.
Pour 6 > 0 assez petit et i fixé entre 1 et n désignons par g; la fonction réelle a une variable
réelle, définie par

g; - ]ai—(s,(li—i'é[ — R

t — gi (t) :f(al,...,ai,l,t,aiﬂ,...,an),

(toutes les variables dans f sont fixées sauf la i-ieme).

{Définition 62 )

On dit que la fonction f : U — R admet une dérivée partielle par rapport a la ¢-iéme variable

au point a si la fonction g; introduite ci-dessus est dérivable au point a;.

On appelle alors dérivée partielle de f par rapport a la i-ieme variable, au point a le nombre

noté of (a) défini par

%

gf <a> _ g; (az> — lim f(a/17 vy @41, Q4 + h, Aiy1, ...,an) — f(a)
T

h—0 h
h#0
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2.3. Dérivées partielles, gradient et matrice jacobienne

Le calcul de consiste a ne dériver I'expression de f que par rapport a x;. Notons que les

X

fonctions dérivées partielles sont aussi des fonctions de n variables a valeurs dans R.

Exemple 13
La fonction f : R? — R définie par f (z,y) = sin (zy) admet des dérivées partielles par rapport

aux variables x et y en tout point (z,y) de R? et on a

% (x,y) = ycos(zy), g—g (z,y) = xcos (zy), V(z,y) € R

{Proposition 63]

Si une fonction f : U — R est différentiable en a, elle admet en a des dérivées partielles par

rapport a toutes les variables et on a

0
8xf» (a) =Df (a)(e;), i=1,..,n,
(] n 8
5

Df (a) (h)

81‘f (CL) hi, Yh = (hl, ,hn) c Rn’

{e1,...,e,} étant la base canonique de R".

Démonstration. L’hypothese de différentiabilité de f en a s’écrit
fla+h)=f(a)+ Df (a)(h)+|h]e(h) avec }llii%g (h) =0.
Pour h = h;e;, la relation précédente donne

f(a+hie;) = f(a) + Df (a) (hie;) + ||hies]| € (hi) avec ]}imoé‘ (hi) =0,

(3

ou encore, en tenant compte du fait que D f (a) est une forme linéaire
fla+hiei) = f (a) i

Ce qui implique que

= Df(a) (&) +

lleill € (h;) avec lim e (h;) = 0.
hi—>0

lim flay,..ai_1,a; + hi,aiq, ... an) — f(a)
hi—>0 h”L

— Df (a) (e,).

La fonction f admet donc une dérivée partielle par rapport a x; en a et on a

of N
oy (@ =Df(@)(e), i=1 ..n.
D’ou ) n n
Df(a)(h) = Df (a) (Z hi€i> - Zhin (a) (es) =, g_i (@hi g
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2.3. Dérivées partielles, gradient et matrice jacobienne

Définition 64 (gradient)
Si f est une fonction de U dans R admettant des dérivées partielles en a, on appelle gradient

de f en a le vecteur de R" noté grad f (a) ou Vf (a) défini par

rad f (0) = (52 <a>)19§n ~(Fw L wetw)

Définition 65 (matrice jacobienne)
Si F = (Fy,..., F},) est une fonction de U a valeurs dans R™ admettant des dérivées partielles

en a, on appelle matrice jacobienne de F' en a la matrice a m lignes et n colonnes notée Jp (a)

définie par

r OF) o0F; 0F, )
oF, OF, OF, OF,
J = =
v = (5 (“01@,@@ @ GE@ . T
| or, (a) .. O, (a) .. oz, (a) |

0(Fy, ..., Fy, D (Fy,..., F,
Cette matrice est également notée par ﬁ (a) ou ﬁ (a).

A noter que certains ouvrages définissent la matrice jacobienne comme la transposée de la

matrice ci-dessus.

Remarque 66
Avec les deux notions précédentes, les différentielles peuvent étre écrites sous la forme

Df (a)(h) = (grad f (a),h) et DF (a) (h) = Jr(a)h, Yh = (hq,...,h,) € R",

ou le symbole ( , ) désigne le produit scalaire euclidien de R™ qui est défini par

(x,y) = inyi, Vo = (1, .. 2),y = (Y1, ..., Yn) € R™.
i=1
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2.3. Dérivées partielles, gradient et matrice jacobienne

{Définition 67 )

Soit f une fonction de U dans R. On dit que f est de classe C! sur U si ses dérivées partielles

of

(x),i=1,...,n existent en tout point x de U et si les fonctions dérivées partielles

8%—
8f: U — R

sont continues.

Exemple 14
La fonction f : R? — R définie par f (x,y) = Log (z* + y* + 1) est de classe C* sur R? puisque

1. Ses dérivées partielles existent en tout point (z,y) de R? :

o) = g L= 20
o YV T ey oy Y T e rn
: e of of : 9
2. Les fonctions dérivées (x,y) — E et (z,y) — 0 sont continues sur R?. .
Z Y
Exemple 15
Considérons la fonction f : R? — R définie par
?ysin (1) siz#0
f(z,y) = < '
0 six =
: . of of : > .
Il est facile de vérifier que 92 (x,y) et 90 (z,y) existent sur R* et sont données par
€z Y
of Yy (2x sin (%) — oS (%)) siz#0  of 22 sin (%) sixz#0
a_(xay): . ) a_(xuy): . :
X six=0 Yy 0 six=0

Montrons que f n’est pas continue aux points (0, ), yo € R*.
Pour cela considérons la suite de points (ﬁ, yo) € R?. Cette suite tend vers (0,10) quand n

tend vers l'infini, cependant

lim (9_f (L yo) =—yo # g (0,90) = 0.

n—+oo Ox \ 27’ or

Donc la fonction f n’est pas de classe C' sur R?. «
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2.3. Dérivées partielles, gradient et matrice jacobienne

{Proposition 68]
Soit f une fonction de U dans R. Si f est de classe C! sur U alors f est différentiable sur U.

Démonstration. Soit a = (ay,...,a,) € U. U étant ouvert, il existe une boule ouverte
B (a,r) C U, ce qui signifie que

Vh € R", ||h|| < r implique que a+ h € B (a,r) C U ou |h| = Z |hi] -

i=1

Soit h vérifiant ||h|| < r. Posons b; = a + (hq, ..., h;,0,...,0), i =1,...,n.

Alors b; € B (a,r) car ||b; — a|| = ||(h1, ..., h;, 0, ..., 0) || = > || < ||| <.
j=1

On a

fla+h) = [(a)

[
-

(bn) = [ (a)
(0n) = f (ba—1) + f (bu1) = [ (by—2) + .. (1) — [ (a)
(f (b;) — f(bi—1)) avec by = a.

b L

1

<.
Il

Comme la fonction f admet des dérivées partielles sur U, alors par application du théoreme

des accroissements finis a la fonction
t— fla1+hy, ;a0 +hic1, t, 0540, a,)

on aura

f(b;) = f(bic1) = flar+hy,o,ai+hiy @i,y an) — flag+ by, aimn + hisy, ay e, a)

of
"Ox; (i)

ol c;=a-+ (hl, ...,hi_l,ﬁihi,O, ,O) et 07, S }O, 1[, 1= 1, ., n.

Ceci permet d’écrire

f(a+h)—f(a)—zhig—£(a)‘ -

3 on (k-5 o)

of of
Ler- L)

< I max
SisSn

Comme 3 est continue, alors pour € > 0, il existe §; > 0 tel que
Ty
of of
Ve e U —al|l < 6 = — <e.
eV |z —al @ gl ()<
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2.3. Dérivées partielles, gradient et matrice jacobienne

Pour x = ¢; on a ||z — al| = ||¢; — al| = |[(h1, ..., hi—1,0;h;, 0, ..., 0)]| < ||A].
| o | of of
Si on prend 0 = min (7, dy, ..., d,), alors pour ||| < § on aurait max B (¢i) — o, (a)| <e.
Il s’ensuit alors que
fla+h) = f ()= X hist ()
i=1 i .
T2 < ¢ tandis que ||A|| < 0.
Ce qui signifie que
flath) = f (@)= gt (a)
. i=1 Ly
lim = 0.
h—0 17|
Cette derniere relation jointe au fait que 'application
R*" — R
h h;——
— ; o (a)
est linéaire montre que f est différentiable en a et sa différentielle est
D h) = hi—— (a), VheR".
FO)(0) =g (@, Vi .

Remarque 69

La réciproque de cette proposition est fausse i.e. il existe des fonctions qui sont différentiables
mais pas de classe C!. Autrement dit, 'ensemble des fonctions de classe C! sur U est stricte-

ment inclus dans 'ensemble des fonctions différentiables.

Exemple 16

Reprenons la fonction f : R? — R de I'exemple 15, qu’est définie par

2%y sin (l) six#0

x

f(zy) = _ .
0 six=0

On a vu que f n’est pas de classe C' sur R?. Posons F = {(0,y) € R?, y € R}.
Sur R?\F la fonction f est de classe C' car ses dérivées partielles sont continues. Il reste a

prouver la différentiabilité de f sur E.

On a
hoy+ k) — — (h== =L (y+ k) .
P+ =1 0) = (kL 0 k5 0} LI R
[l + [ 0 sih=0
< |h(y+k).
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2.3. Dérivées partielles, gradient et matrice jacobienne

Ce qui implique que

9 9
P40 = 100 = (150 + 15 0.0))
lim =0,
(h,k)—(0,0) |h| + |k|

la fonction f est donc différentiable en tout point de E et Df (0,y) =0, Vy € R. =

2.3.1 Interprétation géométrique de la différentielle

Soit f une fonction définie sur U C R"™ a valeurs dans R, a un point de U, h un vecteur de R".

Supposons que f est différentiable en a. Alors on a
fla+h)—f(a)=Df(a)(h) +[lhl[€ (h) avec lime (h) = 0.

Lorsque ||h|| est assez petit, on peut écrire f(a+ h) = f(a) + Df (a) (h). Ce qui signifie que
f est peu différent de sa partie linéaire au voisinage de a.

f(m)zf(a)+gradf(a)~(x—a):Zga‘i(a)(x,-—ai).

=1

Géométriquement, au voisinage de (a, f (a)) € R™™!, le graphe de f,
Gy={(z, f(z)) eR"™; zeUCR"}
differe peu du plan de R**!,
{(z,y) eER"xR; z€R" y=f(a)+gradf(a) (x—a)}.
Ce plan est appelé le plan tangent de Gy en (a, f (a)) qui a pour équation
y=f(a)+arad f(a) (x—a).

Ce plan est engendré par les vecteurs

0
8:162-

ou {ey,...,e,} est la base canonique de R"™.

(z, f(z))(a),i=1...,n, ou encore (ei, g—i (a)) Ji=1..,n,

En dimension 2 le graphe de f est une surface S de R? d’équation z = f (x,y) et le plan tangent

en (aq,aq, f (a1,az)) a pour équation

B of of
z = f(a17a2)+%(a) (»’U—al)Jra—y(a) (y — az).

La section de la surface S par le plan d’équation © = a; est une courbe Cy,. Cette courbe

0
est le graphe de la fonction y — z (y) = f (a1,y), et 9/ (a1, a9) est la pente de sa tangente en

dy

(a1, as, f (a1,az)). De méme pour la section de la surface S par le plan d’équation y = ax.
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2.4. Composition des fonctions différentiables

Le plan x = a4 \ en (a, f(a))

La courbe C,,

ZI Le plan tangent

La surface S

La tangente a C,,

T VI oo

Y

2.4 Composition des fonctions différentiables

Soit n, m deux entiers non nuls, U un ouvert de R™, V un ouvert dans R, F' une fonction de

U dans V, G une fonction de V' dans R, a un point de U.

GoF
F G
UcCR"» V CR™ R
w W W
. F(a) (@oF) ()

r[Théor‘eme 70 )
Si F est différentiable en a et G différentiable en F' (a) alors la fonction G o F' est différentiable

en a et on a

D (GoF)(a)= DG (F(a))oDF (a).

Démonstration. Posons b= F (a) et H=Go F.

La différentiabilité de F' en a et de G en b signifie que
F(a+h)—F(a) = DF(a)(h)+ ||h|le1(h) avec }llirr(l)sl (h) =0,
ﬁ
G(b+k)—G(b) = DG (b) (k) + ||k|| e2 (k) avec llvin%@ (k) =0.
—
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2.4. Composition des fonctions différentiables

En prenant k =k (h) = F(a+h) — F (a) = F (a+ h) — b, on déduit
H(a+h)—H(a) =G(F(a+h))—G(F(a))
=G (b+k)—G(0) = DG () (k) + |[k]| 2 (k)
— DG (5) (DF (a) (k) + ||l &1 (1)) + k]| 2 (k)
= (DG (b) o DF (a)) (h) +[[h]| e (R) ,
ot (1) = DG 8) (e (1) + L 1 0
Comme DG (b) et DF (a) sont des applications linéaires, alors DG (b) o DF (a) est une appli-

cation linéaire de R™ dans R. Par suite, pour prouver que H est différentiable en a, il suffit de

prouver que }llirr(l) e (h) = 0. Et alors on aura
_>

DH () (h) = D (G o F) (a) () = (DG (F (a)) o DF (a)) (h)

1£ (W]
I17]

D’une part, est borné au voisinage de h = 0 car

Hk'?’gﬁ)!\ _ |IDF(a) (h’)”j—“HhH81 Ml _ HDF (a) (ﬁ) +e (h)H

<|[or @ (5 )| v 1 < 1DF @1 -+ s 01

D’autre part on a }llin(l) DG (b) (e1(h)) =0et ]llir% g9 (k (h)) car DG (b) est une application linéaire
— —
et F' est une fonction continue puisqu’elle est différentiable.

Par conséquent }lliIT[l) e (h) = 0. Ce qui termine la démonstration. m
—

{Corollaire 7 1} N
Si F' et GG sont différentiables sur U et V' respectivement alors G o F' est différentiable sur U

et ses dérivées partielles sont données par

O(GoF), . -G OF; .
7o, (x)—;ayj (F(m)).axi (z), Yz eU, i=1,..n.

Cette formule est appelée la regle de dérivation en chaine.

S 4

Exemple 17 (Passage en coordonnées polaire)
Soit ¢ la fonction associée au changement de variables en coordonnées polaires et f : R? — R

une fonction de classe C! sur R2.
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2.5. Dérivée suivant un vecteur - Dérivée directionnelle

g=fop

R% x [0,27] R2 R

(r0) (b)) = (x(r0),y(,0)———g(r0) = f(z,y)

= (rcosf,rsinf) = f(rcos,rsinf)

S /

Les fonctions composantes de ¢ sont de classe C' sur R* x [0, 27 car leurs dérivées partielles

Ox Ox :
o (r,0) = cos@, 2 (r,0) = —rsinb,
dy : dy

I (r,0) = sin#, 5 (r,0) = rcosb,

sont de classe C' sur R*. x [0, 27[. 11 s’ensuit alors que la fonction g = f o ¢ est de classe C! sur

R% % [0,27] et on a

%(r,e) gi( (r,0)) gf(r 0)+g—£( (r, 9))23( 0).
%(r,@) gi( (r,0)) gz( 9)+g—§( (7, 9))23(7“ 0),
ou encore
gi (r,0) = (:039% (rcos@,rsinf) + smﬁg—g (rcos6,rsinf),
% (r,0) = —rsmﬁ% (rcosf,rsinf) + rcosﬁg—g (rcos@,rsinb). .

2.5 Deérivée suivant un vecteur - Dérivée directionnelle

Soit f une fonction de U dans R, a un point de U, h un vecteur non nul de R™. U étant ouvert,

il existe une boule ouverte B (a,r) C U, ce qui signifie que

Vr € R", ||z|]| < r implique que a + z € B (a,r) C U.

Soit 7o un réel strictement positif vérifiant ||roh|| < r. Posons I,, = |—ro, ro[.
Soit ainsi la fonction ¢ : I, — R définie par ¢ (t) = f (a +th).
Noter que a+th € B(a,r) C U car ||th| < ||roh| <.
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2.5. Dérivée suivant un vecteur - Dérivée directionnelle

{Définition 72 )

On dit que f admet une dérivée en a suivant le vecteur h si la fonction ¢ précédente est

dérivable en 0. Dans ce cas, le nombre ¢’ (0) s’appelle dérivée de f en a suivant le vecteur h

et se note dj f (a) qui est donnée par

Dt (@) — i £D =20 Flat i)~ f(a)

t—0 t t—0 t

La dérivée de f en a suivant le vecteur A mesure les variations de f lorsqu’on se déplace autour
de a dans la direction du vecteur h. Si h est le vecteur nul, cette dérivée existe toujours et a

une valeur nulle.

Remarque 73

Si ||h|| = 1, la dérivée précédente porte le nom de dérivée directionnelle de f en a suivant la

direction h.

{Proposition 74}

Soit f une fonction de U dans R. Si f est différentiable en a alors elle admet en a une dérivée

suivant n’importe quel vecteur h non nul et on a

Df (a)(h) = dnf (a).

Démonstration. Soit h un vecteur no nul de R” et ¢ un réel vérifiant a +th € B (a,r) C U.
On a
fla+th)—f(a)=Df(a)(th)+||thle(th) avec Ilfi_r)réa(th) = 0.

En utilisant la linéarité de D f (a) on en déduit que

flatth)—f(a)
t

flatth) - [(a)
t

1tl
t

= Df (a) (h)+ —||h||e (th) avec Pi%s(th) = 0.

D’ou lim
t—0

= Df (a)(h), ce qui donne df (a) = Df (a) (h). =

Remarque 75

On voit en particulier que (a) correspond a la dérivée en a suivant le vecteur de la base

%

af
8:162-

canonique e;.

(a) = Df (a) (e;) = de, [ (a)
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2.5. Dérivée suivant un vecteur - Dérivée directionnelle

La réciproque de la proposition 74 est fausse, il existe des fonctions qui admettent des dérivées
suivant tout vecteur en un point mais ne sont pas différentiables en ce point comme le prouve
I’exemple suivant.

Exemple 18

Soit f : R? — R la fonction définie par

flzy) =
0 si (z,y) = (0,0)
Pour h = (hy, he) # (0,0), on a
. f(thy,thy) — f(0,0) . t3h3hy h2hy
lim = lim = .
10 t >0 ¢3 (h¥ + h3)  h?+ h3

Alors, la fonction f admet une dérivée suivant tout vecteur h en (0,0) et on a

h2hs
dnf(0,0) = ——.

Montrons que f n’est pas différentiable en (0,0). Un calcul simple montre que

of _of _
5. (0.0)=2-(0.0)=0.

f(z,y)

Si f était différentiable en (0,0) on aurait lim —=— =0.
d 0.0 (2.y)—=(0,0) /22 + 12
Montrons que cela est faux. On a pour y = A|z|, A # 0,
fla M) — XaPle| A
= 3 = 3
[22 + )2 Els (22 + 22 ’x|2)§ (14 A2)2
Alors la limite de % n’existe pas quand (z,y) tend vers (0,0). La fonction f n’est donc
ity

pas différentiable en (0,0). =

2.5.1 Interprétation géométrique en dimension 2

Soit f une fonction de U C R? dans R, différentiable en a = (aj,az) € U, h = (hy,hy) un
vecteur de R?. Le graphe de f est une surface S de R?® d’équation z = f (z,y).

Si on coupe la surface S par le plan vertical contenant la droite passant par a et dirigée par
h, on obtient la courbe paramétrée Cyp : t +— (a+th, f (a+th)). La dérivée di,f (a) de f au

point a suivant le vecteur h est la pente de la tangente a la courbe C,j, en (a, f (a)).
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2.5. Dérivée suivant un vecteur - Dérivée directionnelle

.
2
/
/

Za ’

o La tangente a C,

en (a, f(a))

La surface S

)/ La courbe C, ,

L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’écrire |d,f (a)| = |(grad f (a), h)| < ||grad f (a)|| ||A||
avec égalité si et seulement si h est colinéaire au gradient de f en a.
La pente de la tangente en a est donc maximale en choisissant la direction du gradient en a, ce

qui est a la base des méthodes de descente dans les problemes de minimisation.
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3.1 Dérivées partielles d’ordre supérieur

{Définition 76 )

Soit U un ouvert non vide de R", a € U et f : U — R une fonction admettant sur U une

/ . Si la fonction of : U — R admet une dérivée partielle ﬁ of par
of (of

rapport a la j-ieme variable au point a, on dit que ——
c%vj aZE'Z
d’ordre 2 au point a par rapport a la i-ieme et j-ieme variables prises dans cet ordre.

dérivée partielle

) (a) est une dérivée partielle
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3.1. Dérivées partielles d’ordre supérieur

Notation 2

La dérivée partielle a‘% <%> (a) est généralement noté 85]_25% (a) ou ngxif (a).

Exemple 19
Soit f : R? — R la fonction définie par

oo sl (z,y) #(0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

flx,y) =

Calculons (0 0) et ;5; (0,0). I est facile de vérifier que

zty+322y3 . 25 —a3y? .
ﬁ <w’y) — (12+y2)2 S1 (x7y) ?é (07 0) ot % (I’ y) _ (x2+y2)2 S1 (ZL‘, y) 7é (07 0)
ox 0 si (z,y) = (0,0) dy 0 si (z,9) = (0,0)
5
Of (x0)=2L z- of of
Done lim 225978 @0 _ o _ 1 et 1im 220500 _
z—0 v a0 1 y—0 y

D'olt 2L (0,0) =1 et 2L (0,0) =0. »

A partir des dérivées partielles d’ordre 2, on définit les dérivées partielles d’ordre 3 lorsqu’elles
existent. De proche en proche, on définit les dérivées partielles d’ordre quelconque lorsqu’elles
existent. La dérivée partielle d’ordre k de f : U — R au point a par rapport aux variables

. d d , akf
Tiy, -, Tiy, Tiy PIrises dans cet ordre est notée z

B Do, D, (a), qu’est par définition la dérivée

partielle au point a par rapport a la variable d’indice x;, de la fonction %.
ig--OLig

Exemple 20

Cherchons les dérivées partielles d’ordre 3 de la fonction f : R? — R définie par

flay) =a+y—a?yy

1. Les dérivées partielles d’ordre 1 sont
% (xay) =1- 2(Ey3, % (x,y) =1- 3$2y2.

2. Les dérivées partielles d’ordre 2 sont

2 2
% (z,y) = —2y°, (l‘ y) = —62°y, (%gy (x,y) = ;yafx (x,y) = —6ay?.

3. Les dérivées partielles d’ordre 3 sont

3 3
8_f (iL‘,y) =0 8_]; (l‘,y) = —6.1'2, aia]; (l’ y) 822£x (1’ y) = _12*773/:

02 f 2 n

83
wéy(w,y) = 507 (T,y) = —6y”.
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3.1. Dérivées partielles d’ordre supérieur

{Définition 77 )
Soit f une fonction de U C R™ dans R, k € N*. On dit que f est de classe C* sur U et on

éerit f € CF(U) si toutes ses dérivées partielles jusqu’a l'ordre k existent et sont continues

sur U.

Si f € C*(U)pour tout k € N*, on dit f est de classe C* sur U et on écrit f € C* (U).

3.1.1 Théoreme de Schwarz

A Théoréme 78 )

2

0
Soit V' un ouvert non vide de R?, a = (ay,a2) € V et g : V — R une fonction telle que 5 69
oy

0%g 0%g 0%g
existent sur V et sont continues au point a. Alors a) = a).
Oyox P 0xdy (a) 0yox (a)

et

Démonstration. Puisque V' est un ouvert, alors il existe > 0 tel B (a,r) C V. On définit

alors la fonction ¢ sur B (O, %) par
¢ (z,y) =g (x,y) —g(z,a2) — g (ar,y) + g (a1, a2) .

()

o) ly—a2) admet une limite en a = (ay, az) et que celle-ci peut s’exprimer

On va montrer que
de deux fagons. Par application du théoreme des accroissements finis a la fonction z — ¢ (x,y)

entre a; et x, il existe ¢, entre a; et x tel que

¢(z,y) 09 dg dg
f— C:L‘7 = — Cx7 —_ C:L-,a .
(—a) Oz (cayy) = 5 (Cayy) = 5 (¢ a2)
Par réapplication du théoreme des accroissements finis, cette fois a la fonction y — 2@Y) ontre

(z—a1)

ay et y, il existe ¢, entre as et y tel que
Sy 9
(r—ay)(y—ag) Oyox

(Ca cy) = m (Cay Cy) .

2 . 7 .
Comme % est continue, on en déduit alors que

lim ¢ (z,y) _ 0%
(@y)—(a1,a2) (¥ — 1) (y —ag)  Oyow

(ay,as9) .

Si on reprend ce raisonnement en intervertissant l'ordre des variables, on montre de la méme
facon que . ¢ (z,y) B g
im =

(@y)—(a,a2) (¥ —ay) (y —ag)  Oxdy

(0’17 a?) .
D’ou I'égalité des dérivées secondes croisées. m

Les corollaires suivants peuvent étre déduits de ce théoreme.
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3.2. Théoreme des accroissements finis

{Corollaire 79} 3\
: : : . O°f *f
Soit U un ouvert non vide de R", a € U et f une fonction de U dans R. Si et
(93310:1,3 8:16](9331
existent au voisinage de a et sont continues en a, alors ' (a) O (a)
X Vi = :
& ’ 8.%‘1(91133 ijf)xz

A\ 2/
{Corollaire 80} N

Si f est de classe C? sur un ouvert U C R™, on a alors en tout point de U

0? 0?
/ = / , 1<0,5 <n.
8a:i8xj 833]8:151

A\ 2/

82 f

Ce résultat nous montre que la matrice des dérivées partielles d’ordre 2, ( oy ) est une
T/ 1<i,j<n

matrice symétrique. On ’appelle la matrice hessienne de f.

L’exemple 19 montre que l'existence des dérivées partielles croisées % (x,y) et a?jafx (z,y)

d’une fonction f n’implique pas nécessairement 1’égalité de ces dérivées. Le théoreme de Schwarz

précise que la continuité de ces dérivées suffit a assurer leur égalité.

{Corollaire 81} N

Si f est de classe C* sur un ouvert U C R™, on a alors en tout point de U

ok ok

- C 1<, .ip <,
81‘1181’2281’% axg(il)ﬁxg(i2)...8xg(ik) = b

pour toute permutation o de {i1, ..., i}

\- 2/

3.2 Théoréme des accroissements finis

Rappelons le résultat vu au lycée et en premiere année.
Soit f une fonction définie sur le segment [a,b] de R a valeurs dans R. Si f est continue sur

[a, b] et dérivable sur ]a, b[, alors il existe ¢ € ]a, b| tel que y

F)~Fla)= () (b—a). s}

Géométriquement, il existe un point ¢ entre a et b ou la
tangente a la courbe de f a méme pente que la droite qui

passe par les points (a, f (a)) et (b, f (b)). Notez que ce  f(a)

théoreme ne garantit pas l'unicité de c.
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3.2. Théoreme des accroissements finis

{Définition 82 )

Soit a et b deux points de R™. On appelle segment de R"™ d’extrémités a et b, I’ensemble de

R™ noté [a, b] et défini par
0, = {a+t(b—a), te0,1]}.

Cette définition généralise a R™ la notion bien connue de segment de R.

{Théoréme 83 (Théoréme des accroissements finis)

Soit U un ouvert de R" et f : U — R une fonction définie et continue U. Soit a = (ay, ..., ay,)
et b= (by,...,b,) dans U tels que le segment [a, b] soit contenu dans U. Si f est différentiable

en chaque point du segment ouvert |a, b], alors il existe un point ¢ de ]a, b[ tel que

f(b) = f(a)= V(e Z@xl (b: = a).

Démonstration. Il suffit de se ramener au cas connu. Soit la fonction
¢: [0,1] — R

t — pt)=f(a+t(b—a))
La fonction ¢ est continue sur [0, 1] et dérivable sur |0, 1[, donc il existe ¢y € ]0, 1] tel que

p(1) =9 ((0)=(1-0)¢ (to) -

Or ¢ (1) =b, p(0) = a, et par la régle de dérivation en chaine

=Y Lt t-a)ti-a).

Le résultat suit en posant c=a+ty(b—a). =

{Déﬁnition 84 }
On dit qu’un ensemble U de R™ est conveze si pour tout a,b € U, le segment [a, b] est inclus

dans U i.e. Ya,b € U, [a,b] C U.

’ Ensemble non convexe Ensemble convexe
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3.3. Formule de Taylor

Exemple 21

e Les boules ouvertes ou fermées de R™ sont des ensembles convexes.

e Les spheres de R™ ne sont pas convexes.

Corollaire 85}

Soit U un ouvert convexe de R" et f : U — R une fonction différentiable sur U. Si le gradient

de f est nulle en tout point de U, alors f est constante sur U.

Démonstration. Soit xy un point fixé dans U et x un point quelconque de U. Il existe donc
Cx € |z, | tel que

f (@) = [ (o) = Vf(ca) - (x = 0).

Comme Vf (z) pour tout = € U, il vient f (z) = f (zo) pour tout z € U. La fonction f est

donc constante sur U. =

Remarque 86
Soit U un ouvert convexe de R" et F': U — R™ différentiable sur U. Alors

Va.b € U, |F (@) = F ()] < [Ib ~ al| sup | Jr (2)].
S

ou Jg (x) est la matrice jacobienne de F'.

3.3 Formule de Taylor

Ici on généralise a une fonction numérique de n variables réelles la formule de Taylor dans le
cas des fonctions numériques d’une variable réelle et qu’on rappelle ci-dessous.
Si g est une fonction numérique de classe CP sur l'intervalle [a,a + h], on a

gla+h)=g(a +Zg(> Lh + hPe (h) avec lime (h) = 0.

h—0

Soit maintenant, U un ouvert de R"™, f : U — R une fonction de classe C? sur U, a,a+ h € U.

On note

D® f ZZ Zf)x &r — (@) hi hiy. b, k=1,...,p.
11 192 1k

i1=110=1 ip=1
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3.3. Formule de Taylor

On a par exemple

k=1, Df(a)(h) = hi=h-Vf(a),
f (a) () Z;%g@ f (@)
k=2 D® hihj = h"H (a) h
. DI (a ) axl 8% (a) b,
=1 j=1
ou H = ( af?af; ) est la matrice hessienne de f.
T/ 1<i,5<n

Formellement, si on pose V = (8%1, e %), alors par le théoreme de Schwarz, on peut calculer

D® £ (a) (h)* comme (k- V)¥ f(a). Par exemplesin=2et k=2 on a

DO (@) () = ((hnsha) - (5 5)) F @) = (has +hais) f (@)

(M + 2hhaze + W32 ) £ ().

A Théoréme 87 )

Sous les conditions précédentes et en supposant que le segment [a,a + h] est inclus dans U

on a alors le développement de Taylor de f au voisinage de a

p
1 (k) P - _
fla+h) )+ Z D f (a M ||n|Pe (h) avec }lgr(l]a(h) 0.

k=1

Démonstration. Soit la fonction
¢: [0,1] — R

t o w(t)=flatth)

La fonction ¢ est dérivable sur [0, 1], donc pour avoir le résultat, il suffit d’appliquer la formule

de Taylor pour les fonctions d’une variable. =

Si f:U C R™ — R une fonction de classe C? sur U, alors le développement de Taylor d’ordre

2 est
fla+h)=f(a)+h-Vf(a)+ih"H (a)h+ ||| e (R) avec lllirr(l]a (h) =0,
*)
et H= ( 8325; > est la matrice hessienne de f.
9% ) 1<i j<n

Dans le cas particulier des fonctions de deux variables i.e. n = 2, a = (a1, a2) et h = (hq, hy),

le développement de Taylor d’ordre 2 est donné par la formule

Flath) = f @)+ (@) bt 5L (a) ot s (2 (a) 3+ 2L (@) huho + 2 (a) 3) 1Rl < (h)

avec lim e (h) = 0.
h—0
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3.3. Formule de Taylor

Exemple 22
Soit f : R* — R la fonction définie par f (x,y) = e*™¥ qui est de classe C* sur R?.

Le développement d’ordre 2 en (0,0) est

€x+y21+h1+h2+%(h%+2h1h2—|—h%) [ ]

3.3.1 Points critiques et extrema libres

Dans ce paragraphe U est un ouvert de R”, f une fonction de U dans R et a € U. On s’intéresse

aux extrema de f.

Définition 88 (Points critiques)

Soit f : U — R de classe C! sur U. On dit que a € U est un point critique, ou singulier, ou

stationnaire, de f si toutes les dérivées partielles de f sont nulles en a, c’est-a-dire

Vf(a)=0.

Cette définition s’étend aux fonctions a valeurs dans R™ en remplagant V f (a) par Jr (a).

{ Définition 89 )

On dit que f admet un minimum local en a s’il existe un voisinage V' de a tel que

fla) < f(x) VeeV

On dit que f admet un minimum global ou absolu en a si f (a) < f(x) Vx e U.

On définit de la méme maniere les notions de maximum local et global en remplagant < par >.
On utilise le nom extremum pour désigner sans distinction un maximum ou minimum.

On dit qu'un extremum est strict si les inégalités précédentes sont strictes.

Condition nécessaire d’existence d’un extremum

{Théoréme 90 (Condition nécessaire d’existence d’un extremum)

Si f est différentiable sur U et qu’elle présente en a € U un extremum local ou global alors

a est un point critique de f, i.e. Vf(a)=0.

Démonstration. Supposons que cet extremum est un minimum. L’hypothese faite sur f

implique qu’il existe une boule ouverte B (a,r) telle que f (a) < f(z) Vx € B(a,r).
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3.3. Formule de Taylor

Pour h fixé dans R” tel que a + h € B (a,r), on définit la fonction ¢ de classe C! sur |—1,1]
par o (t) = f (a +1h).

Onag(0)=f(a) < f(a+th)=p(t) Vt €]-1,1[. Ce qui implique que ¢’ (0) = 0.
Comme ¢ (t) =V f(a+th)-h,alors Vf (a)-h =0 pour tout h fixé tel que ||h| < r.
on obtient Vf (a)- 5

Si k # 0 un point quelconque de R™, alors en choisissant h =

2Hk‘H

ce qui implique que Vf (a) -k = 0.
Comme k est quelconque dans R™\ {0}, on conclut que Vf (a) =0. m

Remarquons que la nullité de la différentielle constitue une condition nécessaire mais non
suffisante d’existence d’'un extremum. En effet, soit la fonction f : R?> — R définie par
f(z,y) = 2* + y3. Un calcul simple montre que V f (0,0) = 0.

D’autre part, on a

—h* = f(=h,0) < £(0,0) < f (h,0) = h® Vh € R%.

Ce qui montre que f n’admet pas d’extremum en (0, 0).
Le théoreme précédent dit alors que les extrema d’une fonction différentiable, quand ils existent,

sont a chercher parmi ses points critiques, c¢’est-a-dire parmi les solutions de 1’équation
Vf(x)=0z¢€U.
Condition suffisante d’existence d’un extremum

Soit f une fonction d'un ouvert U de R"™ dans R de classe C? et a € U un point critique de f.

Pour tout h € R" tel que ||| est suffisamment petit, on a

fla+h)=f(a)+3h"H (a) h+ [[A]* (h),

ou lime (h) =0et H = ( e i ) est la matrice hessienne de f qui est symétrique.
h—0 1<z,j<n

hessienne H (a) de f en a. On rappelle qu'une matrice symétrique se diagonalise dans une base

||M: Qv

Le terme $h"H (a)h (a) h;h; c’est la forme quadratique associée a la matrice

oz; 890
orthonormée et que toutes ses valeurs propres sont réelles.

En notant (vy,...,v,) et (A1, ..., A,) la base orthonormée et les valeurs propres pour la matrice

n
H (a), et en décomposant h suivant cette base h = > «;v;, on obtient I'expression plus simple
i=1
n
h™H (a)h =Y a?X;. On peut & partir de cette remarque obtenir une condition suffisante pour
i=1
avoir un extremum au point a.
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3.3. Formule de Taylor

Théoréme 91 }

Soit f une fonction d'un ouvert U de R" dans R de classe C2 et a € U un point critique de f.
e Siles \; sont tous strictement positifs alors f admet un minimum local au point a.

e Siles \; sont tous strictement négatifs alors f admet un maximum local au point a.

Dans le cas n = 2 la matrice hessienne est de taille 2 x 2 et il est particulierement facile de
vérifier le signe des A\; et Ay en remarquant que le déterminant H (a) vaut A; A2 et que la trace

tr (H (a)) vaut Ay + Ao.

Théoréme 92 }

Soit U un ouvert U de R?, f: U — R une fonction de classe C? et a € U un point critique

de f, i.e. % (a) = g—i (a) = 0. Alors, avec les notations de Monge
O f 0 f 0*f
P—@(G)a q_&c@y(&)’ T—a—gﬂ(ﬁ),

on a
1. Sipr—¢>>0etp>0: fadmet en a un minimum local.
2. Sipr—q¢*>0et p<0: fadmet en ¢ un maximum local.
3. Sipr —q¢?><0: f n’admet en ¢ ni maximum ni minimum local, mais un point selle.

4. Si pr —¢*> =0 : on ne peut conclure a priori.

Maximum local

fif} (”‘A(A(""p v‘»ﬁ) ‘“‘ \\‘\\\ ‘
[///V/, % 'A‘A,( ‘\ \\\\
’W’“""’l""ﬁ’w\\\

NI N
| AR

Minimum local
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3.4. Théoréme des fonctions implicites

Exemple 23
Etudier 'existence des extrema de la fonction f: R* — R définie par f (x,y) = 323 +3y> —x—y.
Il est clair que f est de classe C? sur R?. Un simple calcul donne

%(.ﬁlﬁ',y) :9$2_17 g_zjj(may> :9y2_1a

2 2 2 2
gy (v,y) = 18z, Gh (v,y) =18y, g (2,y) = gz (2,y) = 0.
Les points critiques de f sont les solutions du systeme {92 — 1 =0, 93> — 1 = 0}.

Le systeme admet donc 4 solutions qui sont

= (1) s= (b s = (1) s= (1),

eEns,onapr—¢*=36>0etp=06>0: f présente donc en s; un minimum local.

I

Y

W=
W=
W=

Y

W=
W=
W=
W=

Y

wl=

e Ensyet ssonapr—¢?>=—36<0: fnadmet d’extremum en aucun de ces deux points.

e Ensysonapr—q¢*=36>0et p=—6<0: f présente donc en s; un maximum local.

3.4 Théoreme des fonctions implicites

Un résultat classique pour les fonctions d’une variable affirme que si f est de classe C! sur un
intervalle I et f’ (xg) # 0, xo € I, alors f est strictement monotone sur un un voisinage Iy C [
de ¢ et est une bijection entre les intervalles Iy et f (Iy). De plus la bijection réciproque est
aussi de classe C'. Ce résultat se généralise en dimension supérieure & un théoréme appelé le

théoréme d’inversion locale.

{Théoréme 93 (Théoreéme d’inversion locale)

Soit f de classe C* sur un ouvert U C R" et & valeurs dans R" et soit € U telle que la
matrice jacobienne Jg (x) est inversible. Alors il existe deux ouverts, U" C U et V tels que

reU et f(x) €V et tels que f est un C' difféomorphisme de U’ dans V.

Une application du théoreme d’inversion locale concerne le probleme suivant : pour f de classe
C! sur un ouvert U C R2, on considére I'équation f (z,y) = 0 et on cherche & comprendre
si cette équation est en un certain sens équivalente a y = g (z) ou g est une fonction d’une
variable. L’exemple de la fonction f (x,y) = 2? + y*> — 1 nous montre que ceci n’est possible
que localement : certaines portions du cercle unité s’identifient au graphe de la fonction y =

V1 — 22, d’autres a celui de la fonction y = —/1 — 2. D’autre portions, telles qu’au voisinage
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3.4. Théoréme des fonctions implicites

du point (1,0) ne peuvent s’identifier a un graphe. Le théoréeme des fonctions implicites donne

un résultat général allant dans ce sens.

{Théoréme 94 (Théoréme des fonctions implicites dans R?)

Soit U un ouvert de R?, (a,b) un élément de U, f une fonction de U dans R. On suppose que
1) f est de classe C! sur U.

2) f(a,b) =0cet g—i(a,b) # 0.

Alors il existe un intervalle ouvert I contenant a, un intervalle ouvert J contenant b et une
fonction ¢ unique de I dans J de classe C! sur I et vérifiant

IxJcU ¢(a)=b, f(r,o(x))=0Vrxel et ¢ (r)=—

a

(@,9(x))

I (zp(x))

(g

Q[Q)
=

Q|

Démonstration. La démonstration de ce théoreme peut s’effectuer en considérant la fonction
h(z,y) = (z, f (z,y)) et en lui appliquant le théoreme d’inversion locale qui permet de définir
(x,g(x)) comme I'antécédent de (x,0). m

Exemple 24

Soit f : R? — R la fonction définie par f(z,y) = ¢~! + y — x. Montrer que la relation
f (z,y) = 0 définit implicitement y en fonction de = au voisinage du point (2, 1).

Il est clair que f est de classe C! sur 'ouvert R?. D’autre part on a f(2,1) =0 et g—i (x,y) =

eV 141, 2(2,1) =2 # 0. 1l existe donc un intervalle ouvert I contenant 2, un intervalle

dy
ouvert J contenant 1 et une fonction ¢ : I — J de classe C! sur I et vérifiant ¢ (2) = 1,
of
— _ ame(@) 1
f(1’7§0($)) =0Vxel et 90/ (:B) - _%(L%(l’)) — erl@—141" "

Le théoreme des fonctions implicite se généralise aux fonctions de plus de deux variables.

{Théoréme 95 (Théoréme des fonctions implicites dans R" ")

Soit U un ouvert de R" x R, (a,b) € U, ou a = (a4, ag, ...,a,) € R", b € R,
f: UCR'"xR =R

(z,y) = f(z,y)

~ d
une fonction de classe C' sur U. On suppose f (a,b) =0 et 6_5 (a,b) # 0.
Alors il existe un pavé ouvert A contenant a, un intervalle ouvert J contenant b et une fonction

unique ¢ : A — J de classe C! sur A et vérifiant
%(Iﬁo(x))w-w%(x,go(x)))

AxJcCU ¢(a)=b, f(x,p(x))=0Vre A et V(p(ac):—( -

o (z.p(x))
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3.4. Théoréme des fonctions implicites

3.4.1 Extrema liés

On s’est déja intéressé a ’étude des extrema d’une fonction f définie sur un ouvert de R". Dans
de nombreuses applications, il est fréquent que I'on cherche a minimiser ou maximiser f sur un

sous-ensemble restreint ce qui correspond a imposer une contrainte sur la variable x.

Définition 96 (Lagrangien)

On cherche les extrema de la fonction f : U € R? — R de classe C! sous la contrainte
g(x,y) = 0 avec g : U C R? - R de classe C'. Le Lagrangien associé au probleme est la
fonction de 3 variables et de classe C!
L: UxR — R
(,y,A) = f(z,9)+Ag(z,y),

La variable A\ est appelée multiplicateur de Lagrange.

Dans le cas général, on a a optimiser
f: R™ - R
(T1, s xn) = [T, T0),
sous p contraintes (p < n): g (x1,...,2,) =0, i=1,...,p.

Il y a alors p multiplicateurs de Lagrange A1, ..., A\, et le Lagrangien associ¢ est la fonction de

p
(n 4+ p) variables L (21, ..., Ty, A1y oo, Ap) = [ (21, s ) + D0 Nigi (21, 0, 20) -
i=1

{Théoréme 97 (de Lagrange dans R?)

Pour que f admette en (zg,yy) un extremum local sous la contrainte g (x,y) = 0, le point

(x0,Y0) n'étant pas un point critique de g, il faut qu’il existe Ag tel que (zg, Yo, Ag) soit un

point critique du Lagrangien L i.e. V f (zo,v0) = MoVyg (2o, Yo)-

Le théoreme de Lagrange n’est pas un théoreme d’existence des extrema liés d’une fonction ;
il dit simplement que, dans le cas ou la fonction f admet un extremum lié, cet extremum est a
chercher parmi les solutions du systeme V f = AVg.

Exemple 25

Soit f : R? — R la fonction définie par f (z,y) = 2* + y? — 5. Déterminons les extrema de f

sachant que x,y sont liées par la relation g (z,y) =z +y = 0.
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3.4. Théoréme des fonctions implicites

Les points qui vérifient la condition nécessaire de Lagrange sont des solution du systeme

of dg Of dg| . 3
{63: )\ax’ 3y )\ay , le. 4x Oz =Aet 2y =\

D’ou ([E(), Yo, )\0) = (O, 0, 0) s (2, —2, —4) ou (—2, 2, 4)

Observons que f (x, —z) = 2% (2* — 4), alors que le point (0,0) qui est un minimum local lié. =

Ce théoreme se généralise aux fonctions de plus de deux variables sous plusieurs contraintes.

{Théoréme 98 (de Lagrange dans R")
Soit U un ouvert de R*, f : U — R une fonction de classe C' sur U. Soit 9 € U

un extremum local de f sous les contraintes g; () = 0, ¢ = 1,...,p. On suppose que les
vecteurs Vg (zo) , Vg2 (20) , ..., Vg, (z0) sont linéairement indépendants. Alors, il existe des

réels \;, @ = 1,..., p, multiplicateurs de Lagrange tels que

Vf (Io) = >\1V91 (:1:0) + )\QVgQ (SL’Q) + ...+ )\pVgp (Io) .
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4.1. Introduction et définitions générales

4.1 Introduction et définitions générales

Il y a deux aspects essentiels dans le cours du calcul d’intégrales. Le premier est la théorie
d’intégration, qui comporte les définitions et les conditions nécessaires d’existence d’une intégrale
et certains résultats liés a celle-ci. Nous classons deux théories fondamentales, revenant a leurs
constructeurs Lebesgue et Riemann. La théorie de Lebesgue sera enseignée dans un cours séparé
appelé "mesure et intégration” et dans notre cours, nous étudions la théorie de Riemann.

Le deuxieme aspect est le coté de calcul et ses techniques que nous nous concentrions sur lui

dans ce cours.

4.1.1 Notion de pavé

Définition 99 (de pavé)

On appelle pavé de R™ tout sous ensemble de R™ de la forme

—

P = (CLl,bl) X (ag,bg) X ... X (an,bn) = (ai,bi),

=1

ou a; et b; sont des constantes réelles données.

Les intervalles (a;, b;) peuvent étre considérés fermés, ouverts, ou semi-ouverts.
Pour n = 1, P est un intervalle de R, pour n = 2, P est un rectangle de R? et pour n = 3, P

est un parallélépipede de R3.

Définition 100 )

Soit P un pavé de R". m (P) =[] (b; — a;) = (by —ay) - ... (bn, — an) € R, est appelé mesure
i=1
de P.

{Définition 101 }

On appelle subdivision de U'intervalle [a, b] toute suite (¢;) finie telle que

a=ty<t<..<t,=0b.

On appelle subdivision S du pavé P toute famille (Sy,...,S,) o S; = {tio,....tix } est une

subdivision de I'intervalle [a;, b;].
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4.1. Introduction et définitions générales

L’ensemble des sous pavés [t1s,,t1.s,41] X [t2,s0s t2.5041] X oo X [tns,, tnsat1] lorsque (sq, ..., sp)

parcourt {0, ...,k — 1} x ... x {0, ..., k, — 1} forme une partition de P.

Comme dans le cas unidimensionel, on dit qu’une subdivision S5 est plus fine que S; si tout

sous pavé de Sp est I'union de plusieurs sous pavés de Ss.

4.1.2 Ensembles mesurables dans R"

Soit A une partie bornée de R™ alors A est contenu dans un pavé P de R"™.

Mesure extérieure de A est défini comme étant

+00 +00
m* (A) = inf { >-m(Py): (Px) est une suite de pavés avec A C | Pk} :
k=1 k=1

D’une maniere analogue, nous définissons la mesure intérieure comme

+o0o +o00
my (A) = sup { >-m(Py): (Py) est une suite de pavés avec |J Py C A} :
k=1 k=1

Définition 102 (Ensemble mesurable)
Une partie A de R” est dite mesurable si m* (A) = m, (A).

On appelle alors mesure de A le nombre m (A) définie par m (A) = m* (A) = m. (4).

Pour n = 2, m (A) s’appelle aire ou surface de A et pour n = 3, m (A) s’appelle volume de A.
La mesure d’un ensemble dépend de la dimension de ’espace dans lequel il est considéré. Par
exemple, la mesure d’un rectangle R = [ay, by] X [as, bs] considéré comme partie de R? est égale
a sa surface ma (R) = (by — aq) (ba — az). Mais si 'on considere ce rectangle comme étant une

partie de R3, i.e. R = [a1,b] X [az, bo] x {0} alors ms3 (R) = 0 dans R?, car son volume est nul.

{Proposition 103}

Soit. A une partie bornée de R™. Alors A est mesurable si et seulement si la mesure de sa

frontiére est nulle.

4.1.3 Sommes de Darboux

Soit f : P — R une fonction réelle définie sur un pavé de R™. On suppose que f est bornée sur

le pavé P. Soit S une subdivision de P. Pour tout sous pavé Si de S on pose
mg, (f) =inf{f (x), x € Sk} et Mg, (f) =sup{f(x), x € Sk}.

Ces nombres existent et sont finis car f est bornée.
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4.1. Introduction et définitions générales

Définition 104 (Sommes de Darboux)

Les sommes

sont appelés respectivement somme de Darboux inférieure et somme de Darboux supérieure.

Propriétés

1. Si S et S’ deux partions quelconque d'une pavé P de R", alors L (f,S") < U (f,95).

2. L’ensemble S, = {L(f,S), S partition quelconque de P} est une partie majorée de R

elle admet donc, une borne supérieure notée 1.

3. L’ensemble S* = {U (f,S), S partition quelconque de P} est une partie minorée de R,

elle admet donc une borne inférieure notée 1.

4.1.4 Fonctions intégrables sur une partie mesurable de R”

Définition 105 (Intégrale sur un pavé)

Une fonction f: P — R, définie et bornée sur un pavé fermé P de R" est dite intégrable sur

P si I, = I~. Son intégrale sur P est alors le nombre I = I, = I~. On la note /f (x) dx.
P

{Théoréme 106 (Critere d’intégrabilité)

Soit P un pavé fermé de R" et f : P — R une fonction bornée sur P. Une condition nécessaire

et suffisante pour que f soit intégrable sur A est

Ve > 0 il existe une partition S de P telle que U (f,S) — L(f,S) <e.

{Théor‘eme 107 (Intégrabilité des fonctions continues)

Soit P un pavé fermé de R™ et f : P — R une fonction bornée sur P. Alors la fonction f
est intégrable sur P si et seulement si I'ensemble B = {x € P, f est discontinue en z} est de

mesure nulle. En particulier si f est continue sur P, alors elle est intégrable sur P.
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4.1. Introduction et définitions générales

Avant de généraliser 'intégrale d’une fonction f a un domaine quelconque, on définit la fonction

caractéristique d’une partie A de R", par la fonction x4 : R” — R qui est définie par

1 size A

Xa(x) = ‘ .
0 siz ¢ A

A Théoreme 108 )
Soit P un pavé fermé de R™ et A un ensemble mesurable de R™ tel que A C P. La fonction

x4 : P — R est intégrable sur P si et seulement si la frontiere de A est de mesure nulle.

Définition 109 (Intégrale sur une partie mesurable quelconque)

Soit P un pavé fermé de R™ et f une fonction définie et bornée sur un ensemble mesurable

A de R™ tel que A C P. On définit l'intégrale de f sur A comme l'intégrale de f - x4 sur P

ie. /f (x)de = /f () xa (z) dx.

Propriétés de ’intégrale multiple

L’ensemble des fonctions intégrables sur une partie mesurable A de R™ est un espace

vectoriel et /(}\f + ug) () do = )\/f (z) dx + M/g (x) du.

A A

Soit f > 0 et intégrable sur A alors /f (x)dx > 0.
A

Si f est intégrable sur A alors |f| est intégrable sur A et /f (x)dzx| < /]f (x)| du.
A

A
Soient A et B deux parties mesurables de R" telles que m (AN B) = 0 et f intégrable

sur A et B alors f est intégrable sur AU B et

/f(w)dxz/f(w)dx+/f(x)dx.

AUB

L’intégrale de la constante 1 sur une partie mesurable A de R™ donne la mesure de A i.e.

/1dx:m(A).

A

e L’intégrale d’une fonction sur une partie de mesure nulle est toujours nulle.
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4.1. Introduction et définitions générales

La démonstration de ces propriétés est basée essentiellement sur la définition de l'intégrale

multiple et les propriétés du sup et de l'inf.

Théoréme de Fubini

Maintenant nous arrivons a un résultat important qui aide a calculer des intégrales lorsqu’elles
existent. Ce résultat est le théoreme de Fubini qui offre un moyen de ramener le calcul des
intégrales multiples a celui des intégrales des fonctions d’une variable. Une version élémentaire

de ce théoreme s’énonce pour les fonctions définies sur un pavé.

A Théoreme 110 Théoréme de Fubini}

Soient A et B deux pavés respectivement de R™ et R™. Si f : A x B — R une fonction

continue sur A x B, alors on a

[ty = [ | [t@may)ao= [ | [tde)ay

AxB A B B A

Changement de variables

Soit A un ouvert de R™ et » = (1, ..., pn) : A — R" une fonction injective et de classe C! sur
I'ensemble A. Si f est une fonction intégrable sur ¢ (A), on va chercher a relier I'intégrale de f

sur p (A) a celle de f o p sur A.

{Théoréme 111 (Formule de changement de variables)

Sous les conditions ci-dessus, on a

[ 1@do= [ (1000 faet (7, ()]
©(A) A

ol J,, (y) est la matrice jacobienne de ¢ définie par J, (y) = <Q‘ﬂ (y

foyp
® / ‘
ACR" ¢ (A) CR” R
W \}) Y}
y = (y) f@)=(fop)(y)
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4.2. Intégrales doubles

4.2 Intégrales doubles

Une version plus simple du théoreme de Fubini pour les fonctions de deux variables est donnée

dans le théoreme suivant.

A Théoréme 112 )

Soit P = [ay, b1] X [az, by] un pavé de R? et f une fonction intégrable sur P. Alors

b1 bo ba b1
//f(ﬂf,y)dxdyz/ /f(l“,y)dy dw:/ /f(l“,y)dx dy.
P al az az a1
De plus si f (z,y) = h(x) g (y) alors
b1 b2
J[ 1@y = [r@az) | [oway
P ai az
Exemple 26 y
2
Calculons l'intégrale I = //e“ydxdy ou A =10,1] x [0, 2].
A
On a 14 4
1 2
I = // ee!drdy = /e‘”d:z: /eydy =(e—1)(e"—1). % .
[0,1]x[0,2] 0 0

Le résultat du théoreme ci-dessus est un cas particulier du résultat suivant.

A Théoreme 113 }

Soit A={(x,y) €eR?, a<zx<b g (x) <y <go(x) ot g1,92 € Cla,b]} et f une fonction
intégrable sur A.

Alors y = g2(x) 1

b g2(x

//f(a:,y)dxdyz/ /)f(wjy)dy d. y=01(x) |
A

a 1(z)
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4.2.

Intégrales doubles

b

Si I’'ensemble A est donné sous la forme

a<y<b q(y) <z <g2(y) 0f191,92ec[a>b]},

/

A= {(a:,y) e R?,

alors
92(y)

f(z,y)dx | dy.

[ 1@ dsay -

)

1(y
Exemple 27

Calculons l'intégrale suivante I = / / 2?ydxdy on A est
A

le triangle des sommets B; = O = (0,0),By = (1,0) et

By = (0,1). L’ensemble A s’exprime sous la forme

A:{(x,y)GRQ, 0<z<1, Ogygl—x}.

En appliquant le théoreme de Fubini on obtient

1 /1-a 1
I :/ /:L'dey dx:/%:ﬁ(x—l)zdx
0 \0 0
1
:%/(x4—2x3+m2)dx:[%(%ﬁ—%x‘*—l—%ﬁ)]éz% .
0
Exemple 28
Calculons l'intégrale I = // (x 4+ y)dedy ou A est le 14
‘! A
triangle des sommets B; = O = (0,0), By = (2,0) et
By = (1,1). D’apres le graphe, I'ensemble A peut étre Y T i
exprimé sous forme T 1 T 2
91(y) =y 92(y) =2-y

A={(z,y) €R? 0<y<l y<z<2-y}.

Alors en appliquant le théoreme de Fubini on

1 2—y 1

I:/ /(:1:+y)d95 dy:/(2—2y2)dy:§.

0 y
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4.2. Intégrales doubles

4.2.1 Interprétation géométrique d’une intégrale double

Soit A une partie mesurable de R? et f : A — R est une fonction intégrable sur A. Le graphe
de f est
Gy ={(z,y,2) €R’ tel que (z,y) € Aet z=f(z,y)}.

L’intégrale I = / / f (z,y) dzdy s’interprete comme le volume V' du corps délimité par A,
A

la surface Gy et et la surface cylindrique dont les génératrices sont paralleles a 'axe Oz et
s’appuient sur la frontiere de A.

Lorsque f est la fonction constante qui vaut 1, 'intégrale I = / / ldzdy = m (A) représente
A

I’aire, ou la surface du domaine A.

Exemple 29

Calculons 'aire du domaine délimité par 'ellipse centrée

en O = (0,0) d’équation % + % = 1,a,b > 0.

A
_ ;x a
Le domaine A = {(:U,y) € R?, 2—2 + ?;—; < 1} on peut le é\w ______ '

décrire par —b

A:{(l'ay)GR2, _&Sl'gaetgl($)§y§g2(x) OilQQ(l'):—gl(l’): _§_2}‘
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4.2. Intégrales doubles

En appliquant le théoreme de Fubini on a

a

_é/ldxdy_/ /dy dx_/%\/jdx

—a \-g(z)

Par le changement de variable z = asint on voit que l'air de l'ellipse est m (A) = wab. =

{Théoréme 114 (Théoréme de la moyenne)

Soit A un ensemble convexe mesurable de R?* et f : A — R une fonction continue sur

A, alors il existe (zg,y0) € A tel que f To,Yo) égal a la valeur moyenne de f sur A i.e.

f (xo0,%0) A)/ f (z,y) dzdy ot m ( //1dxdy

4.2.2 Changement de variables dans les intégrales doubles

{Théoréme 115 (Formule de changement de variables)

Soit A un ensemble mesurable de R? et

p=(prp2): A — R
(u7 U) — (xay) = (991 <u7v) ) P2 <u7v))

une fonction injective et de classe C' sur A telle que det (J, (u,v)) # 0 ou J, (u,v) est la
91 91

matrice jacobienne de ¢ définie par J, = du v
Op2  Opa

ou Ov
Si f est une fonction intégrable sur ¢ (A), alors

//fmyduly—//fqouv‘det uv’dudv

©(A)
foyp
¢ = (¢1,¢2) f j
A C R2 ¢ (A) C R? R
W W w
(u,v) (xvy) = 90<u7v) f(m,y) - (f o 90) (uav>
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4.3. Intégrales triples

Changement en coordonnées polaires

Si le domaine ou la fonction est en 2% +32, le calcul d’intégrale est souvent plus facile en passant
en coordonnées polaires, via application injective et de classe C* sur D = R*% x [0, 27| définie

par
¢: R:x[0,20] — R?
(r,0) —> @ (r,0) = (rcosf,rsinb) .
Une premiere étape consiste en la récriture du domaine d’intégration A pour les couples (z,y)

en un domaine B = ¢~ ' (A) pour les couples (r, ). Puisque le Jacobien det (J, (r,0)) est

cosf@ —rsind
det (J, (r,0)) = =,
sinf rcosf

Z/f (x,y) dedy = é/f (rcosf,rsinf)rdrd.

Exemple 30 y

on a donc

Calculons l'intégrale I = / / xydxdy ou
A A
A={(z,y) eR*tel que ” + 3> <1, 2 >0 et y > 0}.

On a

BZQO_I(A):{(T,Q)ER?X[O,%T[ telqueO<r§1€t0§9§g}.

D’ou
s

jus jus
1 2 2

1
1
I = //xydxdy = //7’2 cos 0 sin Ordrdf = /r3dr/% sin (20) df = 3 .
0 0

A 0 0

4.3 Intégrales triples

Soit A une partie mesurable de R3 et f : A — R une fonction intégrable sur A. On notera

Iintégrale triple de f sur A par [[[ f(z,y,z)dzdydz. Le principe des intégrales triples est
A

le méme que pour les intégrales doubles, c’est pourquoi nous allons reprendre le cadre de la

section précédente.
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4.3. Intégrales triples

4.3.1 Théoréme de Fubini dans R3

Le théoréme de Fubini dans R® permet de ramener le calcul d'une intégrale triple & celui
d’intégrales doubles et ainsi grace au théoréme analogue énoncé dans R? | & celui d’intégrales
simples.

I1 peut avoir différentes formulations suivant la forme du domaine d’intégration A de R3.

{Théoréme 116 )
Soit A = {(z,y,2) €R3, g1 (z,y) <2< ga(x,y) et (z,y) € B CR?*}, ol B est une partie

mesurable de R? et les fonctions g; et gy sont continues sur B. Si f est une fonction intégrable

sur A alors
92(33,1/)
///f (x,y, 2) dedydz = // / f(z,y,2)dz | dedy.
A B 1(z,y)

De plus si B ={(z,y) € R, 1 (z) <y <py(x) et a <z < b} alors

b [ p2(2) [ g2(zy)

///f(l‘,y,Z)dxdydz_/ / /f($7y,z)dz dy | de.

a  \pi(z) \gi(z.y)

En particulier si f (z,y,z) = 1 sur A, Vintégral [[[ ldxdydz représente alors le volume de A.
A

AN

z = ga(z,y)
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4.3. Intégrales triples

Remarque 117

e Noter que I'ensemble B est la projection de A sur le plan Oy et U'intervalle [a, b] est la
projection de B sur l'axe des x.

e Pour calculer 'intégrale triple d’une fonction intégrable sur un ensemble mesurable de
R3, on peut procéder dans I'ordre des variables que 1'on veut, toutes donnant le méme

résultat.

Exemple 31

Soit A = {(z,y, 2) ) e (Ry)?, T+y+z< 1}

1
Calculons l'intégrale sdxdydz.
fff (l+z+y+2)?
Le domaine de I’ 1ntegrat10n A peut étre exprimé comme

5 0<z<1l—x—y,
A=< (z,y,2) € R?
0<y<l—zet0<z<l1

D’apres le théoreme de Fubini on a

z /l-—x—y

( of (1+:c+y+z)2 dz) dy) dz
’ 1

(—5 + 1+x+y> dy) dz

:j(Log@)—%(1—x)—Log(1+x))dx:%—Log2. .

f I sdzdydz = Ofl

1+x+y+@

Exemple 32
Calculons le volume de ’ensemble A = {(x, y,z) € (R+)3 , r+y+2z< 1} de I’exemple précédent.

Le volume m (A) de A est I'intégrale de la fonction constante f = 1 sur ’ensemble A.

On a e as
(] ) w)a

(10?(1 _z—y) dy) dz

= [[[ ldzdyd=

I
o ..

(1—x)’de =

1
G

I
o
N[ =
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4.3. Intégrales triples

4.3.2 Changement de variables dans R?

{Théoréme 118 (Formule de changement de variables dans R?)

Soit A un ensemble mesurable de R3 et

o= (p1,02,03): A — R
(U,U,’UJ) L — <x7y7 Z) = (gpl (U,U,U)),QOQ (U7U7w)7903 (U,U,U)))

une fonction injective et de classe C' sur A telle que det (J, (u, v, w)) # 0 out J,, (u, v, w) est

91 Op1 Op1
ou v ow
la matrice jacobienne de ¢ définie par J, = | 222 ez 92

ou ov ow

Ops  Ops  Ops
ou v ow
Si f est une fonction intégrable sur B = ¢ (A), alors

///f (z,y, 2) dvdydz = ///fogp(u,v,w) det (J, (u,v,w))’ dudvdw.

v~ 1(B)
fop
¢ = (1,02, ¢3) f j
AC R3 ¢ (A) CR3 R
w w w
(u,v,w) (x,y,z) = QO(U,U,IU) f(x>yv z) = (f o gp) (U,"U,UJ)

Coordonnées cylindriques

z
Les coordonnées cylindriques d'un point M = (x,y, 2) € R? M
sont définies par le changement de variables 3
p: REx[0,21[ xR — R? | y
(r,0,2) — (x,y,2) = (rcosf,rsind, z) . AN i g
g AP v
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4.3. Intégrales triples

La matrice jacobienne de ¢ dans ce cas est donnée par

Oxr Ox Oz .
5 36 5. cos) —rsinf 0
_ | ay oy o _ .
Jo(r,0,2) = = o 2| = | sin@  rcosf® 0 |,
0z 0z 0z

et donc |det (Jy (r, 0, z))‘ =r. Si ¢ (A) = B alors

///f (%9, 2) dzdydz = ///f (r,0, ) rdrdfd:z.

v~ 1(B)

Exemple 33 <

Calculons [ = / / / 22+ dadydz ou

A
A={(z,y,2) eR? 22 +¢y*<let0<2<1}.
On utilise le changement de variables en coordonnées

x
cylindriques. On a

e (A ={(r6,2),0<r<1,0<fH<2ret0<2<1},

et alors

o /1 /1
I =([f Z"’“J“/zdxdydz = [ff 2 rdrdfdz = Ik (f (f z’"zrdz) dr) do
A 0

o) 0 \o
27 1 21
:f(f(rfﬁ)dr)d@:f%Log(2)d9:7rLog(2). .
0 \0 0

Coordonnées sphériques

Les coordonnées sphériques de M = (z,y,2) € R?® sont ’
définies & partir de la distance r de M & lorigine O, de TM
I’angle # comme en cylindriques et de I'angle ¢ entre I'axe " 3
des z et le vecteur O—]\>4 . ) > i y
Elles sont définies par le changement de variables - i ’
p: RYx (0,27 x [0,7] — R gl o
(r,0,0) —  (z,y,2) = (rcosfsin ¢, rsinfsin ¢, rcos @) .

La matrice jacobienne de ¢ pour le changement en coordonnées sphériques est

% g—g g—z cosfsing —rsinflsing rcosfcoso
Jo (1,0, 0) = % % %ﬁ = | sinfsing rcosfsing rsinfcoso

0z 9z @ :

o 90 9 Cos ¢ 0 —rsin ¢
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4.3. Intégrales triples

Par conséquent ‘det (J, (r, 90, z))) = r2sin¢. Alors on a

/B//f (#,y, 2) dzdydz = //(/f (r,0,2) r*sin ¢pdrdfde.

¢~1(B)

Exemple 34

Calculons I = [[[ (1 +av/x?+y?+ z2) drdydz oun a € R et
A

A={(x,y,2) e R 2> +y*+22 < R?}. On a

e M (A) ={(r0,¢), 0<r<R 0<f<2met0<¢p<n}.

X

1= [ (1+ay/a 57+ 27) dadydz = [[[ (1+ar)r®singdrdods

v71(4)

(
f(u tar)r Ofsin¢d¢) dr) a9 = 2 ? (f(l tar) 7’2dr> a9
(f

D’ou

0
(1+a7“)7"2d7"> d6 =7R*(5+aR).

Si a =0, 'intégrale I = %ﬂ'R3 représente le volume de la partie délimité par la sphere centrée

a l'origine et de rayon R. =
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5.1. Formes différentielles sur R™

5.1 Formes différentielles sur R"

5.1.1 Formes multilinéaires alternées sur R"

Définition 119 (Forme p-linéaire)

On dit que lapplication f : R" x ... x R* = (R")” — R,p € N* est une forme p-linéaire ou
multilinéaire d’ordre p (lorsque p = 2, on dit bilinéaire) si elle est linéaire en chaque variable,
c’est-a~dire pour u;,v; € R" 1 =1,...pet A,y € Ron a

flug, o uimg, Ay + pvg, g, o, up) =

Af (uh cony Uj—1, Uy Uit 1, "')up) + :uf (uh coey Uj—1, Vs Uit 1, "'7“1)) .

Définition 120 (Forme p-linéaire alternée)

Une forme p-linéaire est dite alternée si elle change de signe lorsqu’on échange deux vecteurs,

c’est-a-dire pour v;,v; € R", 1 <1< j<pona

J (U1, Vi1, 05, Vi1, - Uj—1, V5, Vjt1, ~-~7Up) = —f (v, '~-7Ui—1avjuvi+17‘-~Uj—lavi7vj+17---:Up)-

Notation 3

On désignera par L, (R™,R) I'espace des formes p-linéaires et par AP (R™) I'espace des formes p-
linéaires alternées.

Exemple 35

Un des exemples les plus connus pour les formes multilinéaires alternées est le déterminant des

matrices carrées d’ordre n.

Pour une forme multilinéaire quelconque f on associe une forme multilinéaire alternée Alt f

définie par

1 o
Altf (’Ul, ...,Up) = H Z (_1) f (UU(1)7 "'ava(p)) )

o€Sp

ou S, est 'ensemble des toutes les permutations de {1, 2, ..., p}.

Définition 121 (Produit tensoriel)

Soient f et g deux formes multilinéaires d’ordre p et r respectivement. On appelle produit

tensoriel de f et g noté f ® g la (p + r)-forme linéaire définie par

F®g V1, Uy Upi, ooy Upr) = f (01, 00,0p) G (Vp1, ooy Upr)
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5.1. Formes différentielles sur R™

Sigi: R — R,z =1,..,p, sont des formes linéaires, on peut définir une forme multilinéaire

alternée f par
f(v1,...,v,) = det ((gl <xj))1§i,j§p) )

On note f = g1 A g2 A ... A g, et on 'appelle produit extérieur des formes g;,7 =1, ..., p.

Définition 122 (Produit extérieur des formes multilinéaires)

Pour deux formes multilinéaires quelconques f et g on définit le produit extérieur de f et g

par fAg=Alt(f®g).

Définition 123 (Base duale)
Si {e1, ..., e, } est une base de R”, on définit la base duale {ej, ..., e’} par

1 sii=j

e; (ej) = 0ij = i, =1,...,n.
0 sii#y
{Proposition 124}
Les %~ formes p-linéaires alternées {e?k y ey EF } forment une base de I’espace
pl(n—p)! “ ) 1<iy<..<ip<n

des formes p-linéaires alternées AP (R™).

Notation 4

On note les éléments de la base duale par dx; au lieu de e;.

Définition 125 (Produit extérieur des formes multilinéaires alternées)

Soient f et g deux formes multilinéaires alternées d’ordre p et r respectivement.

f = Z fil7,,,7ipdxl-1 FANAN dl’ip, g = Z gil’m,“dﬂfil VANPRVAN dIir.

1<i1<..<ip<n 1<it <...<ir<n

On définit la (p + r)-forme linéaire alternée par

f/\g: Z fil _____ ipgj1 ’’’’’ jrd$i1 /\/\CZZL'ZP/\dI']1 /\/\dl‘]r

1<i1 <. <ip<n
1551 < <jr<n
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5.1. Formes différentielles sur R™

Parmi les propriétés de ce produit, il est associatif, distributif par rapport a ’addition et il

n’est pas commutatif, mais il satisfait

gNf=(=D)"fAg

En particulier dx; A de; = —dx; A dx;. De cette propriété on déduit que si f est une forme

multilinéaire alternée d’ordre p impair alors f A f = 0 et en particulier dx; A dx; = 0.

5.1.2 Formes différentielles

{ Définition 126 }

Soit U un ouvert de R™ et p, k deux entiers naturels. On appelle forme différentielle d’ordre p

et de classe C* sur U toute application w de U vers I’ensemble des formes p-linéaires alternées
w: U — AP (R")

r —w(x)= > Jiryiy (@) dxiyy Ao Ady

1<i1 <. <ip<n

ou fi,,..i, sont des fonctions de classe CF sur U.

Toute fonction f définie sur U est une forme différentielle d’ordre 0.

Exemple 36
Une forme différentielle w d’ordre 1 sur un ouvert U de R? est donnée par w = Pdx +Qdy+ Rdz

ol P, et R sont des fonctions sur 'ouvert U de R?. «

Exemple 37

n

Si f:U C R® — R est une fonction de classe C*, alors z — df (z) = > gg (x) dzx; est une
i=1 "

forme différentielle d’ordre 1 sur U. =

Produit extérieur de deux formes différentielles

Soient w et o deux formes différentielles sur U C R™ d’ordres respectifs p et r. La définition du
produit extérieur des formes multilinéaires alternées s’étend aux formes différentielles, c’est-a-

dire si

w(z) = Z firsiy (@) dxyy Ao Nday, et a(x) = Z Giyoiy (x) dxyy AN oo Ndy,,

1< <. <ip<n 1<i1<..<ir<n
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5.1. Formes différentielles sur R™

alors

(wWAa)(z)=w(@)ANa(r) = Z Jivysin () Gju,jy (@) dagy Ao ANdxy, Ndxg, Ao AN daj,
1<i1 <...<ip<n
1<51<...<jr<n

Exemple 38

Si f,g: U C R® = R sont deux fonctions de classe C*, alors le produit extérieur des formes

différentielles d'ordre 1, df = 3 2Ldz; et dg = Y 2% dz; est une forme différentielle d’ordre 2,
i=1 i=1

(df Ndg) () = Z (%% — %g—i) (x) dx; A dz;.

1<i<j<n

En particulier si n = 3, on a

(df A dg) (z,y,2) = (%z—z - %gg—z) (2,y,2) de Ady + (5252 — §L52) (2,y, 2) da N dz

« (32 48) o nd

De cette formule on déduit que df A df = 0 et en particulier dz A de = 0,dy AN dy = 0 et
dzNdz=0.u

Différentielle extérieure

Soit U un ouvert de R”, p, k deux entiers naturels et w une forme différentielle d’ordre p et de

classe C* sur U,

wix)= D fariy (@) dzy, A Aday,

1<i1<...<ip<n

On définit la différentielle extérieur de w comme étant la (p + 1)-forme différentielle définie par

dw (x) = Z Z (8%;;@ (m)) dr; ANdrg, N...Ndx;,.

1<i1<..<ip<n 1<j<n

Ceci définit une application d de I'espaces des formes différentielles d’ordre p dans I'espaces des

formes différentielles d’ordre p + 1.

Exemple 39
Siw = Pdr + Qdy + Rdz, alors

dw (xz,y,2) = (g—g—%—g) (x,y,2)dx Ady+ (g—f—%) (r,y,2)dx Ndz

+<%—§—%> (x,y,2)dy A dz. .
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5.1. Formes différentielles sur R™

Voici les propriétés fondamentales de la différentielle extérieure.

{Proposition 127}

Soient w et o deux formes différentielles d’ordres respectifs p et r et de classe C* sur un ouvert
U C R”. Alors on a

1. d(w+a)=dw+da.

2. dwNha)=dwNa+ (—1)’wAda.

3. d(dw)=0.

Définition 128 (Formes différentielles fermée et exacte)

Soit w une forme différentielle d’ordre p et de classe C* sur un ouvert U C R™.
e On dit que w est fermée si dw = 0.

e On dit que w est exacte s’il existe une forme différentielle a telle que da = w.

On remarque que si w est une forme différentielle exacte, alors elle est fermée. La réciproque
est fausse en général. Mais il existe un résultat sous certaines conditions. Avant d’énoncer ce

résultat nous avons besoin de la définition suivante.

Définition 129 (Ouvert étoilé)
Un ouvert U C R" est dit étoilé s’il existe a € U tel que pour tout x € U, le segment

[a,z] ={ A+ (1—X)a/0<X<1} est contenu dans U.

{Théoréme 130 (Lemme de Poincaré)

Si U C R™ est un ouvert étoilé, toute forme différentielle fermée sur U est exacte.

Exemple 40

Soit la forme différentielle sur R? définie par w (z, v, 2) = (—2y + yz) de Ady+2zdx Adz —zydy A
dz. On a dw(z,y,z) = (y — 0 —y)dx ANdy A dz = 0. D’apres le lemme de Poincaré, il existe
une forme différentielle « telle que da = w. Vérifier que o (x,y,2) = (y* — 2z2) dz + zyzdy

satisfait cette condition. =
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5.1. Formes différentielles sur R™

Transposition par une application

Soient U C R™, V C R™ deux ouverts et ¢ : V C R™ — U C R"™ une application de classe C*.

Soit w une forme différentielle sur U C R™ d’ordre p définie par

W)= D faiy (@) dry, A Aday,

1<i)<..<ip<n

On appelle transposée de la forme différentielle w, la forme différentielle du méme ordre p et

définie sur V par

Gw) = S fary (6(0)dy, A Ad,,.

1<i1<...<ip<n
Exemple 41
Siw=drAdyet¢(r,u,v)=(x,y,z) = (rcosucosv,rsinucosv,rsinv), alors
¢*w (r,u,v) =d(rcosucosv) Ad(rsinucosv)
= (cosu cos vdr — rsinu cos vdu — 7 cos usin vdv) A
(sinu cos vdr + 7 cos u cos vdu — rsin u sin vdv)

= rcos?vdr A du + r?sinv cosvdu A dv.

Voici les propriétés fondamentales de la transposition.
1. ¢* (w+ @) = ¢*w + ¢*a. 2. ¢" (WA a)=0¢'wA ¢d*a.

3. d(¢*w) = ¢* (dw) . 4. (o) w=0"(p*w).

Les opérateurs gradient, divergence et rotationnel
Le gradient, la divergence et le rotationnel sont les trois principaux opérateurs différentiels
linéaires du premier ordre. On les rencontre en particulier

e En mécanique des fluides (équations de Navier-Stokes).

e En électromagnétisme, ot ils permettent d’exprimer les propriétés du champ électromagnétique.

e Ainsi que dans toute la physique mathématique (propagation, diffusion, résistance des

matériaux, ...).
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5.1. Formes différentielles sur R™

Définition 131 (Champ de vecteurs)

Soit U un ensemble de R™. On appelle champ de vecteurs ou champ vectoriel sur U, toute

application de U dans R™. C’est-a-dire on associe un vecteur dans R a chaque point de U.

Définition 132 (Gradient)

Soit f une fonction de classe C' sur un ouvert de R™. Le gradient de f est le champ de

vecteurs dans R" définie par

grad f (z) = Vf (z) = (g—f (2) 500 2L (x)) OU & = (L1, 0y T) -

Exemple 42
Si f(z,y,2) = 3xy?z, alors grad f (z,y,2) = Vf (z,y,2) = (3y*z, 6zyz, 3z9*) . =

Définition 133 (Divergence et rotationnel)

Soit V un champ de vecteurs de classe C!' sur un ouvert de R®. On pose V (z,y,2) =

(P (z,y,2),Q (z,y,2),R(z,y,2)). Le divergence de V est donné par
divV =V-V=(2,2,2) (PQR) =% +%2+%
Le rotationnel de V' est

_ _ o) o) _ [ OR oQ oP OR 0Q oP

Exemple 43
SiV(z,y,2) = (y*+ 2% 2% + 22, 2% + y?), alors
divV (z,y,z) =0et RotV (x,y,2) = (2y — 22,22 — 22,20 — 2y) . =

Remarque 134
En termes des formes différentielles, si V = (P,Q, R), w = Pdy A dz + Qdz N\ dx + Rdx N dy

et « = Pdx + Qdy + Rdz, alors divV = dw et Rot V = da.
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5.2. Intégration de formes diftérentielles

Définition 135 (Dérivé du potentiel)

Soit V' un champ de vecteurs sur un ouvert de R". Si V = grad f, on dit que V dérivé du

potentiel f.

Les opérateurs précédentes ont les propriétés suivantes.

1. Si f est classe C? sur un ouvert de R3, alors Rot (grad f) = 0.

2. Si V est un champ de vecteurs de classe C? sur un ouvert de R3, alors div (Rot V') = 0.
3. SiV = grad f, alors Rot V = 0.

4. SiV = Rot X, alors divV = 0.

5.2 Intégration de formes différentielles

Soit w une forme différentielle de classe C* sur un ouvert U C R™ et d’ordre p, définie par

w(z) = Z firooip (@) dxyy Ao Nday,, o € U.

1<i <...<ip<n

Soit ¢ : D C R? — U C R™ une application de classe C*. Le transposée de w est une forme

différentielle d’ordre p définie sur D C RP et donnée par
¢'w (u) = h(u)dug A ... A du,,

ou h est une fonction réelle définie sur D C RP.

Définition 136 (Intégrale d’une forme différentielle)

On dit que la forme différentielle w est intégrable sur ¢ si la fonction h est intégrable sur D.
On définit alors l'intégrale de w sur ¢ par fd)w = fD h (u) du, ou l'intégrale sur D est une

intégrale multiple.

Pour p = 1 on 'appelle intégrale curviligne et pour p = 2 on I'appelle intégrale de surface. On

s'intéresse ici par ces deux cas particuliers d’intégrales.

Avant d’aborder ces intégrales on jette un coup d’oeil sur les courbes et surfaces paramétrées.
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5.2. Intégration de formes diftérentielles

5.2.1 Courbes et surfaces paramétrées dans R"

Dans cette section, on va donner quelques notions de base sur les courbes et les surfaces

paramétriques régulieres.

Chemins et courbes dans R"

Définition 137 (Chemin de R")

Un chemin ou arc de classe C¥ de R™ est défini comme étant une fonction ¢ de classe C¥ d'un
intervalle réel I C R, vers R",n > 2.

¢: ICR —R"

t = o) = (01(t), .. dn (1))

1. Si I =[a,b],a <, les points initial A = ¢ (a) et final B = ¢ (b) sont appelés respective-

ment 1'origine et I'extrémité de ¢.

2. Dans le cas ou les points initial et final coincident i.e. ¢ (a) = ¢ (b), on dit que le chemin

¢ est fermé ou est un lacet.

3. On note le chemin ¢ par (I, ).
Exemple 44
Les fonctions ¢ (t) = (3cost,3sint), 0 <t < 3T et ¢ (t) = (—3 + 2 cost, 3 +sint), 0<t <27

définies des chemins dans le plan.
Y Y

o0 =

¢ (t) = (3cost,3sint), 0<t <3 | |¢(t) = (—3+ 5cost, 3 +2sint), 0 <t < 2m.

Définition 138 (Courbe paramétrée)

Limage vy = ¢ (1) ={¢ (t) € R™, t € I} s’appelle support de ¢ ou courbe dans R" paramétrée

par la fonction ¢.

Souvent on confond le chemin avec son support et on dit que 7 est un chemin paramétré de

classe CF.
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5.2. Intégration de formes différentielles

Exemple 45

¢(t) = (zg + rcost,yg + rsin f)

Le cercle dans le plan de centre (xg, yo) et de rayon

r est une courbe paramétrée par la fonction

N

Cercle de centre (g, yo) et de rayon r

¢ (t) = (mg + rcost,yo + rsint), 0 <t < 2.

Exemple 46

Le segment d’extrémités A et B noté [A, B] est une

courbe paramétrée par la fonction o(t) =A+t(B-4)

o(t)=(1-t)A+1B, 0<t <1, x —

7

A

ou

p(t)=A+t(B—A), 0<t<1. ’Segment d’extrémités A et B‘ .

Exemple 47
:B = d)(E)T[')

La fonction

¢ (t)=(1+3cost,2sint,1+t), 0<t <37

représente une courbe paramétrique dans 1’espace R3. A= (0

Y

{Définition 139 }

e On dit que deux chemins (I,¢) et (J,1) sont C*-équivalents s’il existe une bijection
g : I — J de classe C*, ainsi que sa réciproque, telle que ¢ = 1) o g.

e La fonction g, qui est strictement monotone, est appelée changement de parametre.

e On dit que g est un changement de parametre admissible de v = ¢ (1) si k > 1.

e Si la fonction g est strictement croissante, on dit que les chemins (7, ¢) et (J, 1) sont

de méme orientation.
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5.2. Intégration de formes différentielles

Exemple 48
Y
Soit v la courbe paramétrée par le chemin 1 B =0(3)
o: [O, %} — R?
t = ¢(t) = (cost,sint). 1 T
. . . A= ¢(0)
Le sens de l'orientation de 7 induite par ¢ est de
A=¢(0) VersB:¢(§). ¢ (t) = (cost,sint), 0 <t < J.
Le chemin wy(O)
1
v: [0,3] =R
t  +— ¢(t) = (sint,cost)
1 x
admet le méme support que celui de ¢, i.e. W(E)

[0) ([0 ”]) =1 ([O ”]), mais 'orientation définie par

12 12

Y (t) = (sint,cost), 0 <t <

ME]

¢ est opposée a 'orientation définie par .

Le changement de parametre g : [O, %} — [0, g] est défini par g () =5 —t. =

Surfaces paramétrées

{ Définition 140 )
Une surface paramétrée de classe C* est une fonction ¢ de classe C* d’un ouvert connexe U
de R? dans R", n > 3.

¢: UCR? - R"

(u,v) = @ (u,v) = (1 (u,0), ..., O (u,0)) .
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5.2. Intégration de formes différentielles

Définition 141 (Surface paramétrée)

L’image S = ¢ (U) = {¢ (u,v) € R", (u,v) € U} s’appelle support géométrique de la surface

paramétrée ¢.

Exemple 49

Le cylindre, la spheére et I'hélicoide dans R? sont paramétrés respectivement par les fonctions
¢ (u,v) = (reosu,rsinu,v),u € [0,2r],v € I CR,
¢ (u,v) = (rcosusinv, rsinusinv,rcosv),u € [0,27[,v € [0, 7[,

Y (u,v) = (ucosv,usinv,v), (u,v) €U C R

z
e
/ Sl
<N ) >
N 7 7
Cylindre Sphere Hélicoide
N / m

e Si pour (ug,vy) € U les vecteurs % (ug, vo) et % (uo, vg) sont linéairement indépendants,

le plan qu’ils engendrent est le plan tangent a la surface au point (ug, vg).

e Leur produit vectoriel n (ug, vg) = % (uo, vo)/\% (ug, vo) est un vecteur normal a la surface

(orthogonal au plan tangent).

e Le vecteur unitaire n (ug, vg) = Muovo) 5o nelle la normale orientée au point (ug, vo).

— lIn(uo,v0)ll
Comme dans le cas des courbes, si 1 : U C R?> — R" est une surface paramétrée de classe C*
et g : V C R? = U un CF-difféomorphisme, alors ¢ = 1) o g est une surface paramétrée qui a
exactement le méme support géométrique que .

Si k > 1, on dit que g est un changement de variable admissible et que ¢ = 1 o g est une

reparamétrisation de .
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5.2. Intégration de formes diftérentielles

5.2.2 Intégrale curviligne

Soit  une courbe paramétrée dans R™ par le chemin ¢ : [a,b] C R — R"™. On peut définir

I'intégrale curviligne d'une fonction f : D C R™ — R ou d’une forme différentielle w d’ordre 1.

{Définition 142 )

Soit f : D C R®™ — R une fonction continue. L’intégrale curviligne de f sur la courbe ~

paramétrée par ¢ : [a,b] C R — R" est définie comme étant [, f = f f (&) ]| (t)| dt on

I () = /2 (6 ()7 = /(61 (0 + . + (8, ()"

Remarque 143

1. La définition précédente ne dépend pas du choix de représentation paramétrique de ~.

2. Pour f =1 sur 7, on retrouve la longueur de la courbe 7, |y| = f @’ (t)]| dt.

Exemple 50
Calculons la longueur de la courbe \\ Y :
C={(z,y) eR? y=2? -1<z<1}. . | i
La courbe C peut étre décrite par \ i /
_ .2
C={(z@t),yt) = (t,1*) e R te[-1,1]}. P e
x

La longueur de C' est

IC| = /_11 \/(m’ (1) + (v (1))dt = /_11 V1+4t2dt = V5 + iLog (¢5+ 2) . .

Maintenant, on définit I'intégrale curviligne d'une forme différentielle le long d’une courbe.

{Définition 144 )

Soit w une forme différentielle continue d’ordre 1 sur un ouvert U C R™ contenant ¢ ([a, b]).

On note w (z) = Y w; (x) dz;. On définit U'intégrale curviligne de la forme différentielle w sur

le chemin ¢ par
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5.2. Intégration de formes différentielles

Exemple 51
Calculons l'intégrale fv x?dx — zydy ol v est arc demi ’
cercle de centre O et de rayon 1 d’origine A(1,0) et
d’extrémité B (—1,0).
On peut paramétrer la courbe orienté ~ par

o: [0.7] =R B(—1,0) A(1,0)

t = (xz(t),y(t)) = (cost,sint).
Alors [, #*de —wydy = [ (cos®t (—sint) — costsint (cost)) dt
= -2 foﬂ cos? t sin tdt = [% cos? t}g = —%. =

Circulation d’un champ de vecteurs

Définir une forme différentielle w d’ordre 1 sur un ouvert U de R™ par w(z) = > w; (x) dz;

revient a définir un champ de vecteurs

VU —R"
= V()= (w(2),..,w. (7).
L’intégrale de la forme w sur la courbe v est appelé le travail ou la circulation de ce champ de

vecteurs V' sur v, et on écrit

fvw = fvizn:lw" () dz; = fVV(a:) dx.

Si ¢ : [a,b] C R — R" désigne une paramétrisation de 7. On note symboliquement dz =
(dzy,...,dx,) = ¢’ (t)dt. La circulation du champ de vecteurs V' le long de ~ est donnée alors

par

[V (@)de = [V (@0)- o (Ot = [} S (6(0) 4 1) dr
Exemple 52

Calculons la circulation I du champ de vecteurs V' défini sur R3 B = ¢(3n)

par V (z,y, z) = (4y,0,2z), le long de la courbe 7 paramétré par

¢: 0,371] — R?
t = (z(t),y(t),2(t)) = (cost,sint,t).
On a

I = [ (4sint,0,2t) - (—sint,cost, 1) dt

— 57 (—4sin®¢ 4 21) dt = [sin (2t) — 2t + 20" = 97% — 6.
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5.2. Intégration de formes différentielles

Cas d’une forme différentielle exacte

Si la forme w est une différentielle exacte (le champ de vecteurs associé dérivant d'un potentiel),
alors son intégrale sur une courbe v ne dépend que des extrémités de cette courbe. En d’autres
termes, si w () = iwi (x)dz;, V() = (w1 (), .coywp (2)), x € U CR™ et f: U — R fonction
de classe C! telle qjlzlé Vf(x) =V (z) alors l'intégrale sur v paramétré par ¢ : [a,b] C R — R"
de la forme différentielle w = df est égale & [ w= [ df = f (¢ () = f (¢ (a)) = f(B) — f (A)
ou A = ¢ (a) désigne l'origine de v et B = ¢ (b) désigne I'extrémité de .

En particulier si 7 est une courbe fermée i.e. ¢ (a) = ¢ (b), on a fvw =0.

Ce résultat est parfois utilisé pour prouver qu’une forme différentielle donnée n’est pas exacte
sur un ouvert U donné ; s’il existe une courbe fermée v telle que fﬁ/w = (0 alors w n’est pas
exacte.

Exemple 53 Yy

Soit w la forme différentielle sur R?\ {(0,0)} définie par

w(z,y) = —xﬁyg dx + xgiyg dy et v le cercle de centre O et

de rayon 1. On peut paramétrer la courbe orienté ~ par 1 1

¢: [0,27] — R?
t — (z(t),y(t)) = (cost,sint).

/ﬂ _ /0% ((—sint) (= sin) + (cost) (cost)) dt = /0% dt = 27 £ 0,

alors w n’est pas exacte sur R*\ {(0,0)}.

5.2.3 Intégrale de surface

On peut définir 'intégrale de surface pour les fonctions définies sur un ouvert U de R™ et pour

les formes différentielles d’ordre 2 sur U.

Soit D un ouvert connexe de R? et S la surface paramétrée dans R™ par 1’application

¢:DCR>—=R"n>3
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5.2. Intégration de formes différentielles

Intégrale de surface d’une fonction

Définition 145 (Intégrale de surface d’une fonction)

Si f est une fonction continue sur un ouvert U de R™ contenant S = ¢ (D), son intégrale sur

la surface S est définie par

/fZ//f(gb(u,v))H%(u,v)/\g—f(u,v)”dudv.
S D

Remarque 146 (L’aire d’une surface)

Si f =1 lintégrale [ f est égale a l'aire de S i.e. Aire(S) = [[ H% (u,v) A % (u,v)|| dudv.
5 D

Exemple 54

Calculons I'aire de la sphere

S = {(:L’,y,z) e R3, x2+y2+22:R2}.

La sphere S peut étre paramétrée par ’application

¢: D=1[0,2r] x [0,7] — R3

x
(u,v) — (2,9, 2) (u,v) = (Rcosusinv, Rsinusinv, Rcosv) .
On a
% (u,v) A % (u,v) = R*(—sinusinv,cosusinv,0) A (cosu cos v, sinucosv, —sinv)
= R? (— cos usin? v, — sin usin? v, — cos v sin v) .
Alors
||% (u,v) A % (u, U)H = R?Vcos? usin v 4 sin? usin® v + cos? vsin® v
= R?V/sin® v + cos?2vsin®v = R?sinw.
D’ou

2T T
Aire (S) = [[ H% (u,v) A g—f (u,v)|| dudv = [ du [ R?sinvdv = 47R*. .
D o 0
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5.2. Intégration de formes différentielles

Intégrale de surface d’une forme différentielle d’ordre 2

Soit w une forme différentielle d’ordre 2 et de classe C* sur un ouvert U de R"™ contenant

S = ¢ (D), définie par

ZZf” x)dr; Ndxj, = (21,...,2,).

=1 j=1

Le transposée de w est une forme différentielle d’ordre 2 définie sur D C R? et donnée par

¢w Z Z fig (¢ (u,0)) do; A dop;.

=1 j=1
Comme
dpi Ndd; = (%2 (u,v) du + 92 (u,v) dv) A <%¢ (u,v) du + 84)3 (u,v) dv)
= 5 (u,v) du A d,
9¢;  0¢;
\ D(¢i, ou Ov O¢; 0¢; O¢; 00
ol ngé) %) — det J (¢i, ;) = det ooy B8y | <£ % — ad; %), alors
u v
<sz” (fufi) (u ,v)) du A dv.
=1 j5=1

Définition 147 (Intégrale de surface d’une forme différentielle d’ordre 2)

Avec les notations précédentes, I'intégrale sur la surface S de la forme différentielle w est

/w_ // (zzf” () 2, w) dudo

=1 j=1

définie par

En particulier si w est une forme différentielle d’ordre 2 définie sur un ouvert U de R3 i.e.
w(z,y,z)=P(z,y,2)dy Ndz + Q (z,y,2)dz Ndx + R (z,y,z) dz A\ dy

et si ¢ (u,v) = (¢1 (u,v), ¢ (u,v), ¢3 (u,v)), alors
Ju= [] (o) 25 1 Q0w 0) 5252 + R (6 (u,0) Z22) dud.

S D

Si on pose V = (P,Q, R), alors

/w://V((b(u,v))-N(u,v)dudv,

. _ [ D(¢2,¢3) D(¢s,¢1) D(¢1,¢2)
ou N = ( D(uw) ° D(uw) ° D(u,w)

) ‘% A ad’ est le vecteur normal a la surface S.
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5.3. Formules de Stokes, de Green-Riemann et d’Ostrogradski

Exemple 55

Soit ST = {(z,y,2) € R3, 2?2+ y* + 22 =4,z > 0} la demi-sphere
supérieure du rayon 2 centrée a l'origine.
Calculons lintégrale I = [[ xdy A dz + ydz A dx + zdx A dy.

S+
La demi-sphere ST peut étre paramétrée par application

¢: D=10,2n[x[0,Z] —R®

2

(u,v) = (z,y,2) (u,v) = (2cosusinv, 2sinusin v, 2 cosv) .
On a
% % 2cosusinv  2sinwucosv
dy Ndz = det du N dv = det du N dv
v % 0 —2sinwv

= —4cosusin? vdu A dv.
De la méme facon on obtient
dz N dx = —4sinusin?vdu A dv et dx A dy = —4cosvsinvdu A dv.
Il vient alors

I =8 [[ ((cosusinv) (— cosusin®v) + (sinusinv) (—sinusin®v) + (cosv) (— cosvsinv)) dudv
D

=-8(f (cos2 wsin® v + sin? u sin® v + cos? v sin U) dudv
D

27 5
=-8(f (sin3v + cos? v sin v) dudv = -8 [ dufsinvdv = —16m. "
D 0o 0

5.3 Formules de Stokes, de Green-Riemann et d’Ostrogradski

Le théoreme fondamental du calcul intégral affirme que I'intégrale d'une fonction f d’une vari-
able réelle définie sur un intervalle [a, b] C R est égale a la variation d’une primitive F' de f sur
le bord de l'intervalle i.e. f; f(x)dx=F (b) — F(a) ou F' (z) = f (z).

C’est en fait le cas particulier en dimension 1 du théoreme de Stokes, qui exprime l'intégrale

sur le bord d’'un domaine de RP, en termes d’une intégrale sur 'intérieur de ce domaine.

Soit w une forme différentielle de classe C¥ sur un ouvert borné U de R™ et d’ordre p < n et soit
¢ : D C RP — U C R" une application injective de classe C*. L’ensemble M = ¢ (D) C U C R

est appelé sous-variété différentielle orientée de dimension p. La formule générale de Stokes est

/dw:/ w,
M oM
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ou dw désigne la dérivée extérieure de w et M le bord de M, muni de I'orientation sortante.

Les formules suivantes de Green-Riemann et d’Ostrogradski sont des cas particuliers de la

formule générale de Stokes.

5.3.1 Formule de Green-Riemann

La formule de Green-Riemann établit une relation entre 'intégrale d’une forme différentielle w
d’ordre 1 sur une courbe fermée simple v de R? et une intégrale double sur le domaine intérieur
a . Comme nous ’avons mentionné ci-dessus, cette formule peut étre vu comme un analogue
du théoreme fondamental du calcul intégral pour les fonctions d’une variable.

Avant d’énoncer cette formule nous avons besoin des définitions suivantes.

Définition 148 (Compact élémentaire)

On appelle compact élémentaire de R? tout compact K pouvant étre défini a la fois par les

ensembles suivantes.
K={(z,y) eR? a<z<b ¢ (r)<y<ey(a)}
et
K={(z.y) eR? c<y<d, ¢i(y) <z<¢2(y)},

ol ¢1, ¢9, 11 et 1Py sont des fonctions continues.

y = ¢a2(z)

Y

T =s(y)

Exemple 56

Les rectangles, les disques et les ellipses sont des compacts élémentaires. u
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Définition 149 (Compact simple)

On appelle compact simple tout compact décomposable
en un nombre fini de compacts élémentaires au moyen

de paralleles aux axes.

{Théoréme 150 (Théoréme de Green-Riemann)

Soit w = Pdx+ QQdy une forme différentielle d’ordre 1 et
de classe C* sur un ouvert U C R? contenant un compact

simple K. Si 0K désigne le bord orienté de K on a

oQ oP oK
P (z,y) de+Q (z,y) dy = (% (z,y) — 3, (=, y)) dxdy.
0K K T
Exemple 57 y
1
Calculons en utilisant la formule de Green fr 22dx + zydy, ol
I" est le bord du carré K = [0,1] x [0,1] parcouru dans le
K
sens trigonométrique (sens inverse des aiguilles d’'une montre). T
Posons P (z,y) = 2% et Q (z,y) = zy. En utilisant la formule de
Green-Riemann, on a L

1 1
1

/m2d$+xydy://(y—0)dxdy:/ ydy/ dr = —. .
r /- 0 0 2

L’aire d’un domaine

Pour tout compact simple K C R? on a

/xdy://dxdyet /ydx:—//dxdy.
5K K K

0K

L’aire A de K peut donc étre calculée a I'aide d’une intégrale curviligne a savoir

A(K):4/dxdy:/xdy:—6Zydxzélé(xdy—ydx).

0K
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Exemple 58 (L’aire d’une ellipse) y

2

Calculons laire de Dellipse pleine (£) : % + % < 1.

a b2_

Le bord 7 de (£) est paramétré par

b

/g/

¢: [0,21] — R? A\\
)

t = (z(t),y(t)) = (acost,bsint).

Ainsi
27 27
/% (xdy — ydz) = /% (acost(bcost) — bsint (—asint)) dt = / (1ab) dt = mab.
¥ 0 0

Par conséquent, Aire(€) = wab. =

Extension de la formule de Green-Riemann

La formule de Green-Riemann s’étend aux formes différentielles d’ordre 1 et de classe C¥ sur

un ouvert U C R3. Cette formule est appelée formule de Stokes dans R?.

Soit K un compact simple de R? et S une surface orientée dans R? paramétrée par une fonction
injective ¢ de classe C* telle que S = ¢ (K). Le bord 6S de S il n’est que I'image par ¢ du bord
0K de K ie. 0S = ¢ (dK).
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{Théoréme 151 (Formule de Stokes dans R?)

Soit w = Pdx + Qdy + Rdz une forme différentielle d’ordre 1 et de classe C* sur un ouvert

U C R? contenant la surface S parametrée par ¢ : K C R2 — R3. On a

/ w = / / dw.
53 s
Rappeler que

dw:<% 3P)dx/\dy+(aR )d:c/\dz—l-(m; Z)dy/\dz.

Exemple 59
Soit D = {(u,v) € R?, u?+v? < 1} et soit S la surface de R paramétrée par
6: D —RS
(u,v) = (2,9,2) (u,v) = (u,v,2 — u? —v?).

0K

Calculons directement et la par formule de Stokes lintégrale [ ydx + zdy + xdz.
58
La courbe 05 peut étre paramétrée par le chemin

Y [0,27] — R3

t — (z(t),y(t),z(t)) = (cost,sint, 1).
D’ou ,

[ ydz + zdy + xdz = [ [sint(—sint) + 1 (cost) + cost (0)] dt
5s 0

= [—3t+ Lsin(2t) + sint] (Q)F = —T.

Par la formule de Stokes on a

fydx+zdy—|—xdz—ffd ydx + zdy + xdz) = ff —dx ANdy +dx ANdz —dy A dz
:fo 1—2v—2u)dudv—f0 (—1—2rsin€ — 2rcosf)rdrdd = —m. =
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5.3.2 Formule d’Ostrogradski

{Théoréme 152 (Théoréeme d’Ostrogradsky)

Soit w(z,y,2) = P(z,y,2)dy Ndz + Q (v,y,2)dz AN de + R(z,y,2)dxr A dy une forme
différentielle d’ordre 2 et de classe C*¥ sur un ouvert U C R? contenant un compact sim-

ple K. Si 6K désigne le bord orienté de K on a

//de/\dz+@dz/\dx+Rdx/\dy=/// (g—§+%—§+g—fj)dmydz.
0K K

Remarque 153
Sion pose V = (P,Q, R) et do = (dy A dz,dz A dx,dz A dy) alors la formule d’Ostrogradski

//wx’y’Z)'d”:///divV(:c,y,z)dxdydz.

Cette formule s’interprete comme suit : I'intégrale de la divergence de V' dans le compact K

s’écrit sous la forme

est égale au flux de V' a travers le bord d K.

Exemple 60
Reprenons 'exemple 55. Calculons 'intégrale z

I://xdyAdz+ydzAdx+zda:/\dy
s

/{’ﬂ LT T\
'I 'i'iﬁfﬁ [T

(N
o

en utilisant la formule d’Ostrogradski, ot

S = {(x,y,z) eER?, 2 +42 4 22 :4}
est la sphere du rayon 2 centrée a l'origine.

Ona P (z,y,2) =xz,Q(x,y,2) =y et R(x,y,2) = z, alors d’apres la formule d’Ostrogradski

I:///(g—];—i-%ﬂL%—Ij)dxdydz:///(1+1+1)dxdydz:///3dxdydz,
K K K

ot K = {(z,y,2) € R?, 22+ y*+ 22 <4}. Par le changement de variables en coordonnées

sphériques (x,y, z) = (rcosusinv, rsinusin v, r cosv),

2 27 T
I = /// dzdydz :/ 3r2d7"/ du/ sinvdv = 327,
0 0 0

K
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Volume d’un domaine dans R?

Soit K un compact simple dans R3 limité par une surface S orientée de facon que les vecteurs
normaux soient extérieurs a K.

Le volume de K peut étre calculée a I'aide d’une intégrale de surface

vol(K)://$dy/\dz://ydz/\dx://zdm/\dy.
S S S

Exemple 61 (Volume d’un ellipsoide plein)

Calculons le volume de ellipsoide plein (€) : 2—; + g—z + i—; <1

Le bord S : ’;—; + z—j + ‘Z—i = 1de (€) peut étre paramétré par

¢: D=[0,27][x [-3, 2] —R?

(u,v) — (z,y,2) (u,v) = (acosucosv, bsinucosv, csinv) .
Alors
bcosucosv —bsinusinv
vol (£) = [[xdy A dz = acosucosvdet dudv
S 0 €Ccosv

27 z
= [[ abccos® u cos® vdudv = abe [ cos® udu [*x cos® vdv = %ﬂabc.
2
D

Par conséquent, le volume de 'espace délimité par un ellipsoide est vol(€) = gwabc. .
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